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SUR LE THEOREME DE COMPARAISON ENTRE COHOMOLOGIE DE DE RHAM p-ADIQUE

par

BRUNO CHIARELLOTTO*
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§0.Introduction.

Soit

i

L = EE: ai(x) d 1
i=0 dx

un opérateur différentiel a coefficients dans Galg(x). Soit O un

point singulier de L; l'irrégularité de Fuchs en 0 est le nombre
irr.(L) = Sup (vola_ )-n-v.(a,)+i).
0 Ocis<n 0'"n 0'71

Si on prends maintenant un corps K:>6alg algébriquement clos et com-

plet pour une valuation ultramétrique qui induit sur €@ une valuation
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p-adique, l'opérateur L opére sur K%éy et Clark [CL] a montré
Kix
qu'il est toujours injectif. Il est facile de voir [MA] que L

est aussi toujours surjectif sur 1l'espace précédent. D'autre part

L opére aussi sur C%x? sur lequel il est toujours surjectif.
Ci{x
Mais le théoreme de Malgrange affirme que

irr (L) = dim Ker(L,Eﬂfﬂ) .
0 c
C{x}

Soit (XO,C?X ) une varieté algébrique non-singuliére définie sur

o
6alg et WLO un fibré de type fini a4 connexion intégrable; 1le

*

plongement naturel ﬁalgéic fournit par extension des scalares une
C-varieté algébrique non-singuliére Xg et un fibré a connexion
intégrable MCC. A Xg et %tc on peut associer une variété ana-

lytique complexe Xan et un fibré a connexion holomorphe 1(an et

on a un morphisme entre les cohomologies de de Rham:
H* (X, QR (W )) —— H* (X, QR 1))

qui n'est pas en général un isomorphisme. Si dim Xc = 1 Deligne
a montré que la différence entre les caractéristiques d'Euler-Poincaré
des espaces précédents est égale 4 la somme des irrégularités de

g aux points & 1'infini de X, [DE].

De la méme fagon le plongement ﬁalgEEK fournit par extension

des scalaires une variété algébrique non-singuliére sur K XK et un
fibré a connexion intégrable MCK. Comme précedemment on associe
> "] s 24 . . . z

a XK et ‘LK une variété analytique rigide Xrig et un fibré CWCrig,
pour la topologie de Grothendieck, muni d'une connexion intégrable.

On a encore un morphisme entre cohomologies de de Rham:

lH*(xK,i&Q(WKK)) —_ lH*(xrig,?r:(WKrig))

et Baldassarri conjecture que c'est toujours un isomorphisme et



il démontre la conjecture si dim X, = 1 [BAl]. Sa démonstration uti-

lise la théorie de Turittin p-adique [BAO] et les théorémes d'indice
de Ph.Robba [RO] et de ce fait elle ne semble pas se généraliser

en dimension supérieure (En [BA2] et [CH] on trouvera d'autres cas

ol la conjecture est démontrée).

Dans le cas complexe le théoréme de dualité locale pour Dx—modules
holonomes de Mebkhout [ME] montre, en particulier, que le théoréme
de Deligne est équivalent au théoréme de Malgrange. Ceci suggere que
le théoréme de Clark est équivalent au théoréme de Baldassarri dans

le cas p-adique. Le but de ce travail est de montrer qQque tel est

bien le cas. En plus du fait que cela fournit une démonstration

particulérement simple du théoréme de Baldassarri, on a ici une mé-

thode pour attaquer le probléme en dimension supérieure. Le princi-

pal obstacle réside pour 1l'instant dans le manque d'une bonne théo-

rie de la dualité pour les(bx-modules dans le cas p-adique: c'est

ce que nous allons étudier ulterieurement.

Dans le §3 on trouvera quelque résultat d'analyse fonctionelle pour

K-espaces vectoriels topologiques convexes que nous utiliserons pen-

dant §2. Cette note géneralise [VT],[MS],[MO].

* %

Je remercie M.le Prof.Zoghman Mebkhout de m'avoir suggéré 1'idée de

ce travail et de m'avoir aidé & mettre au point la démonstration.
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§1.Conjecture locale.

Commengons par énoncer la conjecture de nature locale que nous
pensons étre la vraie conjecture a démontrer (1.3) et dont la con-
jecture de Baldassarri ([BA1], (1.1), (1.2)) est un corollaire. Dans

§2 nous démontrerons (1.3) pour une courbe.

Soit X, une variété algébrique irréductible et non-singuliére défi-
nie sur le corps ﬁalg = K, et soit W, un fibré de rang fini muni

d'une connexion intégrable ([KA], [DE]):

M, Q01 .

Vo : N, X, /K,

Si nous prenons un corps K, extension de K,, valué complet pour une
valuation ultramétrique et algébriquement clos, on obtient par
extension des scalaires une variété algébrique lisse sur K XK

et un qKK fibré a connexion intégrable:

. , 1
Vg * WK ‘K’K®QXK/K )

Soit:

._ K : 1 , 2
O (W)= 0 — M —Es mK®nxK/K — vrcK®_nXK/K —_— ...

son complexe de de Rham.

Maintenant a X, on peut associer un espace analytique rigide Xr

K ig
[kO0] et, comme pour le cas classique, & qu un E>X -module
rig

localement libre pour la topologie de Grothendieck, 9 muni

rig’

d'une connexion intégrable:

V.. : X

rig rig

w o o ®ol ,
rig Xrig/K

soit

DA Ty )= 0 — W, — M, 8O — ...

= Xrig/K

son complexe de de Rham.



La conjecture de Baldassarri affirme que le morphisme naturel:

(1.1) IH*(XK,-S:L.( “f{K)) _— m*(xrig,ma(ﬁ\trig))

est un isomorphisme.

Si

I Xy T xrig

est une compactification d'Hironaka et

j : X — X

. : . X
rig rig rig
la situation analytique associée:

la conjecture (1.1) équivaut & démontrer qu'il existe un isomorphisme

entre:

(1.2) |H*<ir.g,(j,o>@(')mx))rig) — H*(X

i rig’J

pige OR(M g ).

(cfr. [BA1l] et GAGA p-adique [KO]).
N.B. A la différence du cas classique il n'y a pas d'hypothéses sur
1'irrégularité de th a 1'infini.

Nous pensons que la conjecture a formuler est:

le morphisme naturel de complexes des faisceaux abeliens sur X

rig%

(1.3) (300 My )y = Iy g OR(M Ly )

est un quasi-isomorphisme.

On notera que la conjecture (1.2) est simplement un corollaire de
(1.3). Kiehl a montré (1.3) pour le fibré trivial (E}K, d) [KI] qui
est l'analogue du théoréme de Grothendieck dans le cas complexe

([GroO],th.2.1).



§2.Démonstration de la conjecture pour une courbe.
Dans ce paragraphe nous allons démontrer (1.3) quand X, est une
courbe.

THEOREME 2.1.La conjecture (1.3) est vraie si X,est une courbe sur

K, = 0218,

DEM. Le faisceau th localement libre peut €tre étendu a un faisceau

%CK sur iK localement libre aussi, tel que:

(“'LK®‘]* er‘"j*mK .
La topologie de Grothendieck de ifig est plus fine que la topologie
de Zariski, donc on peutkhoisir un recouvrement de irig affinoide

admissibie ou sur chaque €lément du recouvrement il y a tout au

plus un seul point de Y = Xrig}\xrig= XK.\ XK . On peut étudier 1le
morphisme (1.3) sur chaque affinoide du recouvrement:si l'affinoide

ne rencontre pas le diviseur Y les deux complexes sont exactement

~ . ' . .. . T s -
les mémes. Si lt'affinoide contient ae.Xrig\Xrig le faisceau quo
tient:
Jrig*(mtrig)
(J*“'KK)rig

restreint & 1l'affinoide est un faisceau '"skyscraper" de support {a}

pour la topologie de Grothendieck, dont les sections globales sont

Jrig*(mtrig)a

(3aW )

rig,a

Puisqu'il existe une extension localement libre WIK sur EK de ﬂtK’



on a des isomorphismes locaux:

(2.2) (3, M

~ n . «‘. ~ IS n
K)rig,a'“(j*(axx)rig,a ’ (jrig*‘Lrig)a“’(jrig**)xrig)a

et donc, pour la démonstration du théoréme il suffira que les fléches

verticales
0 —— (I Sy 0 —o— (3,..94 ) —0
rig Xrig a rig* xrig a
(2.3) | |
0 —— (3,94 )7, Y (3.0, — 0
K rig,a XK rig,a
avec V = %; + A, A e hﬂl((J,?ﬁxK)rig’a), donnent un quasi-isomorphi-

sme de complexes.

En vertu de Kiehl [KI], on peut choisir un recouvrement admissible
affinoide tel que tout affinoide B qui rencontre le diviseur Y est
isomorphe & SpK¢x> et tel que le diviseur YNB est defini dans B par

x=0. Dans ce cas 1la en utilisant le "paramétre local" x en a=0:

i . . i
a.x> , a,€K; Je,1im la.|e* =0; Vo
2;; 1 + ’1—4 +50 ll (1
(Jrig*{}x . )O =
rig i
1im lai|%/ =0
i— -

(séries & singularités: essentielles).

(3+Bx dpig,o =])  a.xt, a ek, Je>g1im la, le* =0
K i i i
iy =N i— +o0
N<+ 0

(séries a singularités méromorphes).

De plus 1l'anneau des germs de fonctions analytiques en x=0 (c.a d. en a)

est

o i i i 1
© =, 2 et aex; Je>o0,lm  alg =05 -

110 i— +4



L'existence du vecteur ciclyque [DE], [MA] montre que le quasi-iso-

morphisme (2.3) est equivalent au quasi-isomorphisme:

~

L

0 —— (Js x O )g —— (J.; 9 )Jg — O
rig X rig 0 rig* Xrig 0]
2.4
(2. t . t
0 —— sy drig0 — (3u9x dpig0 — 0O
ou
n n-1
~ d d
et ot ot ®; € (e By Jrig,0 -

Avec une multiplication par une puissance de x on peut changer i en L:

a. e’ .
i

n n-1
d d
L=a — + a
dxn n-1 dxn—l

+...+ao,

Enfin le quasi-isomorphisme en (2.4) est équivalent & 1'isomorphisme

rigs 8xrig)o (Jrig*exrig)O
(2.5) L

~N

('j @X rig,0 (j*e

Definissons maintenant:

Hi((? ) (jrig*@xrig)o { §°° € K, Ym0 1i 2, | =0 J
= ‘= = , a. . im =
0 Xrig e i=1 1 nl' i— +ot W).
(3.0 drig.o
1on . Kk 7187 i‘j 21 :
H[O](BXrig)._ o { . i,aex} ;

par construction L opére sur les deux K-espaces vectoriels précedents

et, de plus:

1
UrigrOx . o Ho(E®x )
rig rig

1
(j*@xx)rig,o H [o]( eirig)

i



- Finalement 1'isomorphisme en (2.5) equivaut a4 quasi-isomorphisme (don-

né par les fléches verticales):

) L 1(0

0 —— Hi(Gg ) —=— Hi(5% ) ——0 := (HXO% ;L)
rig rig rig
(2.6) )
! ! !
1 L 1 _ ._ 1 .
0 Hpf9g T HpfPg ) T0 i bz 5w

Nous allons demontrer (2.6) par dualité 1locale.

Proposition 2.7 Le dual algebrique du K-espace vectoriel H éfﬁ)i )
rig
est B = K[x]] . Le dual topologique de & (séries convergentes avec

la topologie limite inductive localement convexe [GR]) est Hé(f&i ).
rig

La démonstration de la proposition sera donnée dans le §3.

Soit YL le transposé de L:

we

i

n i

t id

L = _E(-l) ay
i=0 dx

le dual algébrique du complexe (H éf@;i ); L) est le complexe:

rig
(2.8) 0 ——— O & —— 0 1= (&, “L);
et le dual topologique du complexe
tL t
(2.9) 0 — B —=— H — o0 = (6, ")

est le complexe (Hé(f)i ); L) = (8'; L) (Prop.2.7) .
r

ig
Notons
(2.10) 0 —— & L Y —5 0 1= (Ef » L)
le complexe dual algebrique du complexe (6, tL).
On a les morphismes canoniques:
i (Hcéj(gi ); L) — (57, L)
rig

et



3 (9, L) = (H(Bx ;L) — (8", L)
rig

qui avec (2.6) forment le diagramme commutatif de complexes:

(9", 1)

(2.11) /i////) , 3 ;

H o L) — 28, (9, 1
rig

on va démontrer que i, J sont guasi-isomorphismes pour conclure

que (2.6) est un quasi-isomorphisme.
Rappellons que nous sommes parti d'une situation définie sur 6alg

et, particulier, L et ‘L sont definis sur K,. Le polindme indiciel

= K,

de tL a ses racines (exposants) dans K,, mais chaque élément de K,

est un nombre p-adiquement non-Liouville ([cL];[CHR]); alors:

THEOREME 2.12 (Clark [CL]) Puisque les exposants de YL sont des nom-

bres non-Liouville,

tL :

A )
QD>

. est un isomorphisme.

DEM. La surjectivité est un résultat de Malgrange [MA]. Le théoréme
de Clark affirme que chaque solution formelle, f , d'une equation
différentielle |

Pf =g
oll g est une série convergente et P est un opérateur différentiel
linéaire avec coefficients convergents et avec exposants non-Liouville

est convergente. #

N.B. Implicitement on a obtenu un calcul d'indice pour l'anneau des
germes de founctions analytiques rigides parce que ( D, tL) est a

indice [MA].

10



Le théoréme 2.12 est equivalent au quasi-isomorphisme

tL

5 » 0
N 1

o ——
L
_

3

0] 3 O

O =D

Par dualité algebrique on peut conclure que

*
i:(HéJ(G-i ); L) » (6, L)

rig
est un quasi-isomorphisme puisque tous les complexes sont cohomologi-

quement de dimension finie.

Pour le morphisme j la démonstration est plus compliquée. Comme nous
avons vu tout a l'heure, le théoréme de Clark (2.12) impligque que
l'opérateur tL : 9§ ——9 6 est & indice. On démontrera dans §3
que:

i) ® est un espace topologique de Hausdorff avec la topologie loca-
lement convexe limite inductive (aw sense ultramétrique [GR],[VT]).
L'opérateur tL est continu pour la topologie limite inductive et 1la
limite qui forme © est une limite dénombrable d'espaces de Banach.

ii) Pour chaque application continue K-linéaire de & en soi méme,
le théoréme du graphe férmé et le théoréme de 1l'application ouverte
sont valables. On a alors, en particulier, que,Ith étant de codimen-
sion finie, Ith est férmé en © . De plus pour chaque gé?@' il existe
BéHé(S‘g ' ) = 8' tel que B(g) # O.

rig
On peut alors appliquer dans notre cas une adaptation d'un théoreé-
me de Serre [SE] (toujours dans §3, cor.3). On trouve que les duaux

topologiques des espaces de cohomologie de (5, tL) sont isomorphes

t
aux espaces de cohomologie de la situation duale topologique (6, L).

Mais les espaces de cohomologie de (&, tL) sont de dimension finie

et separés: pour ces espaces donc le dual topologique coincide avec

11



le dual algébrique. Finalement les espaces duaux topologiques des
espaces de cohomologie de (6 ’ tL) sont isomorphes aux espaces de
cohomologie de la situation duale algébrique ( 6*, L). On a donc

prouvé que
3: (D', L) —— (", 1)

est un qQuasi-isomorphisme.

A l'aide du diagramme (2.11), on trouve que

1, ¢ L 1, o
0 — Hylhg ) ——— Hybg ) ——0
rig rig
(2.6) | 1 !
L

1
0 —— Hp(0x )

1
H (b&xz ) —— 0
rig o X

ig
est un quasi-isomorphisme, et le théoréme 2.1 est démontré. *

On remarquera que ce raisonnement est calqué sur la démonstration

du théoréme de dualité locale pour les O)X—modules holonomes [ME].

§3. Note

On démontrera d'abord la proposition 2.7 .

Proposition 2.7 Le dual algébrique de H E%C)ifi ) est é). Le dual
topologique de © est Hé(@-iri ) . g

X . ) est %imite inductive d'espaces vectoriels
de dimension finie, sozlgual algébrique est la limite projective

~

des espaces duaux: © .

1
DEM. En effet H [OJ( 5

Considerons maintenant O . Comme dans [GR], © est limite inductive

d'algébre de Tate (donc K-espaces de Banach):
= 14 = x
@ = 1lim Ae Ae = K<« e)

(les notations sont comme en [BGR] ).

12



Avec la topologie limite inductive localement convexe [VT](au sense
ultramétrique) & est un espace vectoriel topologique de Hausdorff
([GR}ch;l § 8, la definition de telle topologie est 1l'usuelle et en
particulier une applcation linéaire de ff en un K-espace locale-
ment convexe Y

f :¢ —y

est continue si et seulement si chaque application

A, —H —f v

est continue [VT]).

a,
Si B = E:: . e_Hl(f)— ), on peut associer la fléche
: i 0 X_ .
i>0 x rig

g= b,x” —m b.a .
i30 o 11+l
L'application X‘B est bien définie: si g converge en geeK, |e|££}

on trouve, pour e dans le domain de convergence de g
i+1
e

1im |b.a. .| lim |b.a, , =] = 0 .
i 4o 1 i+l i 4o T i+l e1+l
]
Mais,xﬁee : en effet si pour chaque e e K* on considére l'application

induite par )\B en Aef }\E ; en rappellant que Ae est une K-algeé-

bre de Banach avec la norme:

"g”e = Sug lb ‘e ’
i2

on trouve:

i .
|,\B<g>|-|Z bjag | € maxlviay emt lglly maxla;,; Szl gl o elx]

cela implique que >\§ est borné pour chaque e, donc continue.

On peut définir einsi une application

1 R
Ho(gi ) 4 8

rig

13



qui est injective: si BEH (B ), B £ 0,11 existe &videmment

. rig
£eS , AL (f) #o.
¢ '
Soit maintenant ,xé.e', nous ferons voir qu'il existe BéiHé(?}i ),
. — . rig
tel que ‘&B =\. En effet pour chaque g= / aixlég} on trouve
i0
A(g) = 1im aiX(xl)) = E:: aiX(xl) avec A(xT)e Kk .
n— +< 1=0 i>0
On peut écrire:
i
B -y Lx) ,
50 x1+1

il suffit voire que Be¢ Hé(@i ), parce que c'est sure alors que
rig

A=Ay

Pour chaque ee€ K* on peut considérer g =Zeixl , ge@ . Comme )\(g)

est défini, on a

lim  |e*A(x")| =0 ;
i— +ob
donc
lim Iel+1A(xl)| =0 Y e, ec K*
i— +0
]
et BeHX(® - ). Clest vrai que O =HX®<s ) . 4
o'V X . o'Yx .
rig rig

N.B.1 Il existe des résultats plus forts si on utilise [Ms],[MO].
1
En particulier on trouve que 9 est réflexif et O = Hfl)(@-x- } est

rig
un espace de Fréchet.

N.B.2 A 1l'aide de la proposition 2.7, on a facilement que pour cha-
]
Que ge® il existe BeD = Hé(@i ) tel que B8(g) # O. Pour un

rig
étude du théoréme de Hahn-Banach p-adique voir [IN].

LE R R X

Notre but est maintenant d'étudier 1'anneau des germes des fonctions
holomorphes en xi=0, i=1, ...,n de 1l'espace analytique SpK(xl, ...,xn>:

Q}x (Les résultats de cette section peuvent &tre utilisés pour n=1

14



c.a d. pour le K-espace © du precedent paragraphe).

Par definition

ij = 1lim Ae
ee?*
. Xy *n, 1) . . L] |
ou Ae = K(E—, - .’-e_>=“°(€Nn a x ’ ao\EKl 'i-:‘Lm_, +°°|ao(||e| =0 ?

sont des espaces de Banach (K-algébres de Tate). On peut munir E}x
de la topologie limite inductive localement convexe: avec telle to-

pologie é)x est un espace vectoriel topologique de Hausdorff ( au

sense ultramétrique [GR],[VT]).

Soit maintenant ce€ K*, |c|<1l alors:
X1 *n
Ai =1(<—Ey .o .,—;) i=20,1,2...
c c

est un systeme cofinal pour E}x : donc 53x est limite inductive de
dénombrables espaces de Banach. On doit aussi remarquer que les
fléches Ai —_ Ai+l et, donc, Ai——~—?8& sont inJjectives.

On va é&tudier en général les K-espaces vectoriels (J®) qui
nous définirons comme espaces vectoriels topologiques localement
convexe (au sense ultrametrique) qui sont limite inductive d'une
suite de K-espaces de Banach (leurs topologies sont exactement cel-
les qui dérivent de la limite) : manifestement on peut penser que
si EE,(&GJ alors E = 1lim Ei avec Ei————aEi+l injectif pour cha-
que i ([GROl]).f)x est—;:;ement un espace (J@).

Nous férons voir comme pour les espaces QI@) soient vraies les théo-
rémes du graphe férmé et de l'application ouverte, generalisant
ainsi les résultats de [VT]. En particulier on pourra appliquer ces
faits a ij‘ La démonstration est une transposition de celle du cas
classique [GRO1l]. Donnons maintenant le théoréme clef (toujours

"espace vectoriel'" signifie "K-espace vectoriel):

15



THEOREME A ([GROl],[GROZ]) Soit E un espace vectoriel topologique

de Hausdorff; Ei i€ N une suite d'espaces vectoriels topologigues

de Banach. Soit

u, : E, =———— E
i i

application linéaire continue pour chaque i, soit u une applica-

tion linéaire continue de F , K-espace de Banach, en E

u : F——— E
telle gue

ufle U u(ep)
ieN
Alors il existe un indice k , u(F)g,uk(Ek) et si u, est injective,
on peut écrire u =u..vou Vv : F— E est continue.

DEM. Soient Hig Fin sous-espaces férmés tels que:

H

i {(x,y)e FxE; | u(x) = ui(y)y .

Soient Fi pi(Hi) ou p;: Fin — F

F,
i

f

[ xer | uxleu ()|
les hypothéses disent que

F= U F .
ieN
Mais F est de Banach donc de Baire: il y a alors au moins un des

Fi qui n'est pas maigre, soit Fk:

—_—
Py Hk F

|1,
est une application entre espaces de Banach, donc pour [BOU] ch.I§3.3

théo.1
Fp = p(H) = F

(pkl est un homomorphisme (strict)) on a
H
k

u(F)eg uk(Ek)
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Si u, est injective:
E,  ¢——-2——-—= F
u

Nz

il est possible de bien définir v

.

F — Ek et son graphe

gr v = {(x,y)e FxE, | u(x) uk(y)}'= Hk

est férmé : v est continue.

THEOREME B ( [GRO1], [GRO2]) Soient E, F espaces vectoriels de

Hausdorff qui sont ({&). On a

(1) si u : E— F est une application linéaire continue et su-

rjective alors elle est un homomorphisme .

(2) u : F —— E linéaire, elle est continue si et seulement si

son graphe est férmé.

On a donc:

COROLLAIRE 1 Pour chaque application K-linéaire de 6x en soi mé€me

les théorémes de l'application ouverte et du graphe férmé sont vala-

bles.

DEM. (TH.B) (1) Soit E = 1lim Ei = L)Ei, on peut penser que u soit
ieN

bijective: en effet si nous considérons

E
Ker u

c
N
)

Eg;—a est encore un espace (3@) séparé et l'application induite

par u est encore continue pour la topologie limite inductive de
KE%—G (en général, ici, la topologie limite inductive est plus

fine que la topologie quotient). Donc on peut supposer:

ui: £E———3» F

17



1

bijective et continue. I1 faut démontrer que u =~ ; F ——a E est
continue. Il suffit que pour chaque F.,, 1lim F, = F et v,: F, — F,
it 203 3t
l'application u-l.vj soit continue. JEN
Pour chaque Fj on a:
Ei Fj
u"& ./"3 1=0,1,2...
F
ou E = l1lim Ei et u; Ei —_— E , et
ieN
VJ(FJ)Q U(u-ui)(Ei) .

ieN
Grace au théoréme A, il existe Je N tel que:

VJ(FJ)Q (U'UE)(E:—)) ’

mais u-uj est injective ( E est espace vectofiel (3@) donc on
peut penser que chaque u, soit injective) et, toujours du théo-

réme A, il existe

bj : Fj ———) E3

continue telle que le diagramme

b
. J
Eg ¢ Fy
u"% /’J
F

soit commutatif. Donc

et u—l-v est continue. Cela est vrai pour chaque Jj : u_1 est

J

donc continue.

(2) Pour démontrer que u est continue si son graphe est férmé il

18



suffira de voir que, pour chaque Fj qui forme F, l'application u-v,:

jc
V.
FJ.——-J—-) F ——— E

est continue. Mais le graphe de ue.v est férmé, donc il est suf-

J

fisant de démontrer que si l'application

u: F———E

avec F espace de Banach a le graphe férmé elle est continue. Soit
H = gr ug FxE férmé. Encore H; = Hrﬁ(Fin) est férmé aussi en
Fin s Hi est de Banach avec la topologie induite parce que Fin
est de Banach. Alors

H=UH,
i
et on peut utiliser sur H 1la topologie limite inductive des Hi

(qui est en général plus fine que la topologie induite en H par

FxE). Avec la nouvelle topologie (v = er)
v i H——F

est bijective et continue, donc pour la partie (1) v est un
"homomorphisme et son inverse v"1 est une application linéaire con-

tinue:

est un diagramme commutatif:

u = pre.v-i
= p Eo

est continue . §#

On va appliquer les résultats précédents au cas d'une seule va-
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riable: E>. Dans ce cas 1la:

D = 1im k< X ol cek*, |c|<1 et
ieN °©
X i . . i
A, = K<<= > ={' E:j a.x a.eK, 1lim |a.||ec|” = 0 }
+ ct ien * T i— +0

(chaque Ay —— B est une immersion).
Soit P un opérateur différentiel K-linéaire du type:

-l 4
. b.€ .
i dxi i

P- 3 b
i=0

On peut supposer que les exposant de P soient non- Liouville:
P: — b6 .

COROLLAIRE 2 Avec les hypothéses précédentes P est continu, P

est & indice, P est un homomorphisme sur l'image et ImP est férmé

en O .

DEM. On chaque Ai la multiplication et la derivation sont conti-
nues, donc P est continu. Comme les exposants de P sont non
Liouville, on peut appliquer le théoréme 2.12 de Clark: P est

a indice et, en particulier, ImP est de codimension finie: soit m

cette codimension. En prenant alors un supplémentaire algébrique K™

de ImP on trouve:
PEEle

G x k™

— B
continue et surjective. En OxK™ 1les hypothéses du théoréme B sont

valables: PGBle est un homomorphisme et ensuite l'application

induite

B xx™ = ‘6
KerPx {0} ;

est un isomorphisme topologique.

Maintenant @x{o} est férmé dans le premier membre et, donc

20



PP 1,m (9;40}) = ImP

est férmé en Y et, en plus,

P = PHl,m : 9xlol —— ©
K71 ox (o l

est un homomorphisme (sur 1'image), #

N.B. Nous avons démontré aussi que

6 = ImPHK™ |,

somme topologique.
On peut comprendre comme 1l'opérateur 1 au §2 ait les mémes pro-
priétés de P du corollai.e 2. Nous savons que le dual topologique
L .
£) de & est Hé(E}i ) (cfr. proposition 2.7).
rig

COROLLAIRE 3 (Serre [SE]) Soit P comme ci-déssus. Si

t
] ]
) P > O et ) —————E——ﬁ>9 (transposé)
alors

. ! ' t

i) ImP) ~ Ker"P

]
]
ii) (KerP) = 9t .
Im'P

N.B. Si on applique le corollaire 3 & notre cas du §2 avec tL au

lieu de P et L au lieu de tP on trouve:

1,¢

t. . O Ho(gxri )

(*) (Ker"L) & == ( = £
ImL 1
rig

b 1
(**) ( t ) =~ KerL ( = KerlL sur HO(£>i )),
' Im™L rig

avec Ker®L et :; de dimension finie et séparés.
Im L

DEM. (coroll.3) La démonstration est une adaptation d'un théoréme
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de Serre [SE] pour les espaces de Fréchet: ici 1'hypothése clef
c'est la finitude des indices.

Nous commengon par démontrer (ii).
t

o

Ith

sur KerP, qui ne dépend que de h'. Si <¢' induit 1l'application

1
Soit c'e® et h' = [c']e ; ¢' induit une forme linéaire

nulle sur KerP on trouve:

J
1) . N
c' : FerP » K .

Par le corollaire 2, P est un homomorphisme sur l'image: on peut dé-

finir P! continue

ImP

K

en rappellant que D2 ImPPH K™ et en définissant B = E"-'ls"léB o,

BE o' , on a que c'e€e Im®p (en effet pour chaque ae® , B(Pa) =
- 3P l(Pa) = S'(a) = c'(a)). Donc
D' '
T ° — (KerP) .
Im™P

Par hypothése sur P, KerP est de dimension finie (coroll.2), mais
aprés la démonstration de la proposition 2.7, nous avons rémarqué
que pour chaque a€D il existe Be @' = Hé(ei ) tel que
B(a) # 0. On trouve alors que KerP a un supplémgigaire topologique
en U ([Gro2]), G:

S = KerP@G.

De cette observation on peut déduire (ii).

t

Pour (i), chaque c'e Ker P définit sur ImP une application nul-

le, Clairement

22



B-Tt € Ker

ty N g
Ker P 3 (ImP
' -
T . 0 8 .
* ImP
(tp(a-n))(a) = Bx(Pa) = O

t

P

et B-m induit B8. #

23
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