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Conférence n° 1

UNICITE ET NON UNICITE DU PROBLEME DE CAUCHY POUR DES

OPERATEURS HYPERBOLIQUES A CARACTERISTIQUES DOUBLES

par S. ALINHAC et C. ZUILY

Cette note présente des conditions suffisantes d'unicité et de non

n+1

unicité du probléme de Cauchy, relatif & la surface {t = O} dans R , pour des

(x,t)
opérateurs différentiels de la forme :

P(x,t ;Dx,Dt) = Di + p(x,t ; Dx,Dt) + c
o o -
ol p est un opérateur du premier ordre & coefficients C et ¢ une fonction C .
(voir Matsumoto [4] , Zuily [6] pour certains résultats partiels).
Les résultats d'unicité sont obtenus a l'aide de la technique des
inégalités de Carleman et ceux de non unicité par une méthode qui est & rapprocher
des travaux de Cohen [2] , Pli¥ [5] , H&rmander [3] , Alinhac-Baouendi [1] , ou la

méthode de 1l'optique géométrique joue un rdéle crucial.

Il apparait que dés que n est plus grand que 1, l'unicité pour P, pour

. - o - -~ .
toute perturbation d'ordre zéro, C ;» est un phénoméne exceptionnel.

RESULTATS

Dans ce qui suit nous noterons (x,t), x € Igl , t € R , la variable de
n+1 +
R , V un voisinage du point (0,0) ety = {(x,t) € v + t> o}.
Nous désignerons par E l'ensemble des opérateurs tangentiels, homogénes
n

d'ordre 1,p(x,t;Dx) = 3 aj(x,t)Dj, dont les coefficients sont réels et de classe
o j=1
C dans V.

Théoréme 1 : Soient Py/P, deux éléments de E et P0 = Di + p1 + ip2. Supposons
qu'il existe des fonctions a, b, ¢, 4, £, g bornées dans V+ avec tgz bornée telles
que :
(H.1) [jl. ] =2
: el TE P
) b c
. — = = + =
(H.2) [Bt'pl] tP1 T TP

+
Il existe ¢ > O tel que dans V



b+2 =¢
(H.3) 2(atl) - b > ¢
f 2
| (b+2) (2a+2-b) - c* > ¢
(H.4) [p,,p,] = fp, + gp,

(oo}
Alors, si u est un élément de C (V) qui, pour un C = C(u), vérifie

1
t

{IPou(x,t)l < cf I%%(x,t)l +—%—~|u(x,t)'l} (x,t) €V
t° .
Ule<o = ©

il existe un voisinage W de (0,0) dans lequel u est nulle.

Exemples
. 2 8 o
1. Po=Dt+tOL(x,t)D1, a€C (V) , Imo #O0, L €N
2 2 .
2. P =D + z(t+x")D, , z =1o0ui
o t 1
2 2 m
. = + t + i , + > Q.
3 PO Dt D1 it D2 2 (m+1) >
(o]
Théoréme 2 : Soit P = Di + P, + ip2 + aDt + B, o, € C (V). On suppose qu'il
(o]

existe g € E et c €C (V), ¢ #0 tels que p1 + ip2 = cq. De plus

+
(i) Il existem, n € N , ql, q2 € E non nuls en (0,0) tels que dans V

m n
a=tgq , [at,q] = tq,

(ii) Il existe P, § dans E indépendants en (0,0), des fonctions fl’f ,gl,g2 réelles

2
et Cw telles que

- & L ~
q2 glp g2q

_ _ _.,h
avec A = flg2 f2g1 =t Al , h€EN , AI(O,O) #0 .

oo
Il existe alors des fonctions a et u de classe C dans V nulles pour t<O

{ Pu - au =0
(0,0) € supp u

telles que




Remarques :

a) Si g(0,0;¢g) et qé(o,o;g) sont deux formes linéaires indépendantes les hypothéses

(i) et (ii) du théoréme 2 sont satisfaites. L'exemple le plus simple étant

b) Le théoréme 2 concerne donc essentiellement le cas ol P, et p, sont "dépendantes"

tandis que P, et pé sont "indépendantes".

Théoréme 3 : Soit P = Di + p1 + ip2 + th +B .+, arB € CQ(V), 91192 €EE . On

suppose que

(i) Il existe des entiers m, n, des éléments ql, q2 € E non nuls en (0,0) tels que

_ . m _ ,.n
p, =taq r Py, =tq,

ii) Il existe des éléments P, §, v de E, des entiers k k2, %2 , des fonctions

1I
+
réelles ej, fj, gj j =1,2, de classe c¢® dans V telles que

a) P(0,0:;£), §(0,0;£) sont indépendantes.

b) v = 0 ou bien v(x,t;g) = tg€(x,t;g) et V(0,0;g) n'est pas dans le plan
engendré par $(0,0;§) et §(0,0;&)

~

c) q, = e1§’+ e, d

3k
™
e}
N
1l
Q
N
o]
+
Q
N
R
+
<

k1 »
* Al(X.t) =t A1 ’ Al(0,0) #0
v = _e2y 5,(0,0) # 0
. { Siv =0 ’ A2 A2 ’ A2 '
X Siv =0 , soit ¢ = O, soit % # O et alors A2 = 0 ou
] ~
A2 =t 2 Kz, AZ(O’O) # 0O . Il existe alors deux fonctions a et u de classe dw

dans V, nulles pour t < O telles que
Pu - au =0
(0,0) € Supp u

Remarques

1. Par «emple si pl(0,0;E) et p2(O,O;£) sont indépendants de méme que p2(O,O;€) ,



pé(o,o;g) les hypothéses (i) et (ii) sont satisfaites (on peut prendre p, = D1 ’

= + . i i B = = i
P, D2 tD3) Mais pour traiter le cas ou p1 D1 r Py D1 + tD2, il faut

utiliser le théoréme 3.
2. Ce résultat concerne donc essentiellement le cas ou P, et pé sont "indépendantes"

et Py et P, sont "indépendantes".

Théoréme 4 : Soit P = Di + p1 + ip2 + aDt + B . On suppose gque

(1) Il existe des élements ql,...,qr de E, (r S n - 1) indépendants en (0,0) et
en involution,tels que pour tout t = O et x voisin de O, pl(x,t;E) et

pz(x,t;E) appartiennent & 1'espace NA(t,x) engendré par les qi(x,t;E) , 1S 4is<r.

(ii) a) 1I1 existe, pour t > O, une fonction b telle que [Bt,pz] = bp, .

b) Il existe v € E, n'appartenant pas & /A au point (0,0) et un entier m € N
tels que [Bf,pl] =t +w, w€N

c) Il existe P, q € E, indépendants en (t,x) = (0,0) et des fonctions £, f2

[ee]
9,0 9, réelles et C (V) telles que pour (x,t) € V+
p, = £ 5 + £ q
1 1 2 h
A = flg2 - f2g1 =t Al ’ Ai #0, h€ N.

_ ~ + ~

[o0]
Il existe alors des fonctions a et u de classe C dans V, nulles pour t < O
telles que { Pu-au =0

(0,0) € supp u

Le dernier résultat met en évidence sur des modéles, 1l'importance des valeurs numéri-

ques des coefficients (Cf. hypothése (H.3) du théoréme 1).

Théoréme 5 : Soit P l'un des opérateurs suivants
a) P=D12:+th1+itaD2 ,a,b€EN , 2(@a+1) <b
2
b) P = Di + tQ (D1 + dtmDZ) + it erD2 ’ 2,mEN , d€E R et m2d2 > (242) (2m+2+2)

[e o]
Il existe des fonctions a,u de classe C dans V, nulles pour t < O telles que

Pu - au = O et (0,0) € supp u.

e
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