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DE

¢

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur la stabilité de Uéquilibre d’'un solide pesant

posé sur un appui courbe;

Par M. Caminre JORDAN.

Les conditions de stabilité établies dans ce Mémoire sont les sui-
vantes :

1° Le centre de gravité du corps mobile C' doit étre situé au-dessous
des centres de courbure de la surface extérieure S';

2° Les courbures minimum et maximum A’ et B' de la surface S'
doivent étre respectivement de méme signe que les courbures minimum
et maximum A et B de la surface de U appui.

Nous prouvons dans la Section I que ces conditions sont suffisantes,
en établissant que, si elles sont satisfaites, le centre de gravité de C’
ne peut s’abaisser. '

Cette démonstration présente cette particularité, qu'elle exigela con-
sidération des infiniment petits du quatriéme ordre, dans le cas ou
A’ < B. Au contraire, on peut s’arréter au second ordre si A’ > B.

Ces deux cas se distinguent d’ailleurs, au point de vue mécanique,
par une différence essentielle. Si A’ > B, le solide pourra pivoter sur
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son appui avec une liberté compléte. Daus le second cas, au contraire,
il existe un azimut que sa rotation ne saurait frauchxr sans qu’il peue—
trat dans Pappui.

Dans la Section II, nous établissons les équations qui régissent Ies
oscillations du sohde, supposées infiniment petites. Ces équations sont
linéaires. Leurs coefficients sont des fonctions périodiques du temps,
variant avee une extréme lenteur. Nous démontrons que, en se renfer-
mant daus les limites de temps ot cette variation des coefficients peut
étre négligée, lamplitude des oscillations croitrait au dela de toute
limite, si les deux conditions ci-dessus n’étaient pas remplies. Elles
sont donc nécessaires 4 la stabilité.

Ces conditions étant supposées satisfaites, leb equanous a coefficients
perlodlques, dont nous venons de parler, régiront le phénoméne des
petites oscillations pendant toute la durée du mouvement, si A’ > B.
Au contraire, si A’< B, on pourra distinguer trois périodes succes-
sives de mouvement, régies par des équations de forme différente.

Nous terminons en montrant que le probléme des petites oscilla-

tions peut étre ramené i des équations linéaires 4 coefficients con-
staats, et, par suite, intégré complétement dans les deux cas suivants :

1 Si l'appui est de révolution

2° Si le solide mobile est de révolution (par sa constitution inté-
rienre, comme par sa surface extérieure).

ANALYSE.

1.

1. Soit ¢’ un solide pesant mobile, reposant par un de ses points O
sur un appui fixe C. Pour qu’il soit en équilibre, il sera nécessaire et
suffisant que le plan tangent commun aux deux solides soit horizon-
tal, et que le point G, centre de gravité de C/, soit situé sur la verticale
du point O. '

Soient respectivement S et §' les surfaces qlll limitent les corps C
et C'. Nous prendrons pour centre des coordonnées le point O; pour
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axe des zla verticale ascendante OZ; pour axes des z et des ¥ les tan-
gentes OX, OY aux sections normales & la surface S, dont les cour-
bures sont minimum et maximum. En désignant par A et B ces deux
courbures, P'équation de la surface S dans les environs du point O se
réduira sensiblement a

(1) . 2z=Aaz®+ By

Soient de méme OX’, OY les tangenfes aux sections normales de
courbure minimum et maximum dans la surface §'; si Pon désighe par
-A’ et B ces deux courbures, et par ¢ 'angle de OX' avec OX, I"équa-
tion de la surface §' dans les environs du point O se réduira sensible-
ment &

(2) 2z=A'(xcosp+y s'im;;)2 ~+ B'(— x sing + y cosg)?.
D'ailleurs C’ doit reposer sur C sans le pénétrer. Donc 'ordonnée de
§' doit étre partout au moins égale i celle de S. Comparant en parti-
culier les ordonnées qui correspondent 4 2 = o, il viendra
BZA’sin%g + B cos?yp
ou, comme on 2, par hypothése, A’ T HB’,
BZ B’ (sin*¢ + cos®¢) B’

Posons, d’autre part, & = p cosg, y = psing et comparons les
ordonnées correspondantes; il viendra

A’S A cos®p + B sin®p S A(sin%p + cos?p) S A.
On aura donc les deux conditions suivantes :
(3) A'SA, BSB.

Si ces deux conditions sont satisfaites, on pourra effectivement
poser G’ sur G sans que ces deux corps se pénétrent. En effet, orien-
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10 ’ - CAMILLE JORDAN.

tons C’ de telle sorte qu’on ait ¢ = o3 I'équation de §' deviendra
, oz =Ax*+ By, .
et la différence entre les ordonnées correspondantes. de S’ et de S sera
(A’ — A)x* + (B'— B) 7%,

quantité qui ne saurait étre négative.

2. Ici deux cas seront  distinguer :

1 8i A’> B, on pourra faire pivoter 8’ d'un angle quelconque ¢
autour de la verticale OZ sans que la pénétration se produise; car
donuons 4 ¢ une valeur quelconque et faisons passer par OZ un plan
quelconque : il coupera S suivant une ligne L dont la courbure sera
au plus égale & B, et §' suivant une ligne 1" dont la courbure sera au
moius égale & A. Done la ligne L/, ayant une plus grande courbure
que L, sera située au-dessus de cette derniére. :

-

5. 2° Au contraire, si A*< B, I'angle ¢ ne pourra dépasser une
limite que nous allons déterminer :
La différence des ordonnées des deux surfaces S’ et S est égale a

A(x cosg + y sing)® + B'(— x sing -+ y cosg)® — Ax* — By?
(4) = (A’ cos*g + B’ sin®p — A)x* + 2(A’ — B') sing cosp xy
+ (A’sin%p + B cos*¢ — B)y? '

expression qui doit étre 5 o, quel que soit le rapport de x 4 y.

On a d'ailleurs

A’ cos®p + B'sin*p — ASA'— ASo.

Dong, pour que I'expression (4) ne puisse pas devenir négative, il sera
nécessaire et suffisant que le déterminant
(A'— B')? sin*p cos*p — (A cos*g -+ B' sin®p — A) (A'sin’p + B cos?p—B)
soitZo.

Effectuant les caleuls et réduisant, cette expression deviendra

(5) —{A"—A) (B’-—- B) ++ (B'— A')(B—A)sin*pZo. -
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Donc I'angle ¢ ne devra pas dépasser en valeur absolue’angle A, défini
par I’équation :
. A'— A)(B'—B)

6 2 = (—————-—-
(6) si’A = p T E—1)

4. Ces préliminaires posés, supposens que C soit placé en équilibre
sur C, et de telle sorte que OX', OY’ coincident avec OX et OY. Don-
nouns 4 C' un mouvement virtuel infiniment petit, qui le laisse en con-
tact avec 'appui G, et cherchons & évaluer quelle sera, aprés le mou-
vement, la position d’un point de C', dout les coordonnées initiales
étaient des quantités données X, Y, Z.

5. Soient P le point de C par lequel le contact se fait aprés le mou-
vement effectué; &, y, z ses coordonnées; P¢ la normale ascendante
4 la surface S au point P; P&, Py les tangentes aux sections normales
de courbure minimum et waximum; A,, B, les courbures correspon-
dantes; a, b, c; a,, by, €15 aay ba, €, Yes cosinus directeurs des trois
droites P&, Py, PG. , .

Soient, d’autre part, P’ le point de €' qui vient en contact avec le
point P & la fin du mouvement; x', 7, 2 ses coordonnées initiales;
P’ la normale ascendante 4 la surface §' au point P'; P'Z, P’y les
tangentes aux sections normales de courbure minimum et maximumj
A',, B les courbures correspondantes; a', ¥, ¢’; a, b, ;3 d,, ¥,, C,

.les cosinus directeurs des droites P&, P'y’, P'¢’.

A la fin du mouvement, P'Z’ sera venue s’appliquer sur P{; P'E’ et
P’y seront venues se placer dans le plan tangenl 4 § au point P, et
formeront respectivement avec P et Py un certain angle, que nous

désignerons par .

6. Cela posé, considérons le point Q, dont les coordonnées initiales
sont X, Y, Z. Ses coordonnées &, v, &’ par rapport aux axes P'Z/,
Py, P'{’ seront données par les formules connues

F=d(X—a)+ (Y —y)+c(Z—-2)
(7) o= (X~ )+ b (Y —y)+ ¢, (2~ 2)
§=dy(X — &)+ B, (Y — 7)) + €4 (Z — ).
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Ces nouveaux axes étant entrainés par le mouvement du corpsC/,
les coordonnées &', %', &' ne seront pas modifiées par ce mouvement,

et les coordonnées finales de Q par rapport aux axes P&, Py, P seront
données par les formules

(8)' E = E'cosy+ u'siny, n=—F'siny+n'cosy, {=¢"
_ Enfin ses coordonnées finales par rapport a OX, OY, OZ seront

| Xy= 2+ a§ +a,n +a.t,
(9) Y, =y + b& + by + b8,
( Z, = 2+ c& +cig + €6

7. Appliquons ces formules au calcul du déplacement vertical du -
centre de gravité G. : '

Les coordonnées initiales de ce point étant o, o, %, sa hauteur
finale %, sera donnée parla formule

hi=z+cE+cm+ 08
= z + ¢ (¥ cosy -+ n'siny) + ¢, (— E'siny +-9'cosy) -+ €.,

£, 4', ¢’ étant fournis par les équations (7) lorsqu'on y pose X=Y=uo,

Z = h. , )
Substituant ces valeurs dans la formule précédente, on trouve pour le

déplacement vertical %, — % du centre de gravité I'expression suivante :

hy—h=3 —i—'.(ccosy — ¢ siny)[—a'ax = by +c'(h—7)]
{10) (e sing + ¢,cosy) [~ 4w — By + &b — 2)]
dc[— dyx' — by + cy(h— 3 )] — k.

Pour achever le calcul, il reste & exprimer z, 2’ et les coefficients
angulaires a, b, ¢,..., 4y, b,, ¢, en fonction des variables indépen-
dantes x, ¥, &', 7' 7 : , _

En nous bornant provisoirement aux termes du second ordre par
rapport A x, J, ', ¥', nous aurons )

. Axt- 2 ) Ao By
(x1) z= z—zi—B_y_, = —:——i
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D’autre part, P&, Py, PZ, ainsi que P'E, Py, P'Y’, sont sensible~
ment paralléles 4 OX, OY, OZ; donc bye, ay, ¢y, a,, b, et ¥, C, ay,
¢,, d,, b, sont infiniment petits, et a, b,, ¢,, @, b}, ¢, seront trés-
voisins de 'unité. D’aprés cette remarque, la valeur de h, — 4 se ré-
duira, en négligeant le troisiéme ordre, 4 la forme

‘ g 72,—Iz:z—!—(ccosy—c.sin'y)(—x’—i—c’lz)
(12) + (¢ siny — ¢, cosy) (— 7' + ¢, h)
( — @y’ — b,y — 7+ (cy¢y— 1)k,

les cosinus directeurs qui subsistent dans la formule devant étre cal-
culés jusqu’au premier ordre, sauf c, et ¢, pour lesquels on devra aller
Jusqu'au second ordre.

8. Or désignons, suivant Pusage, par p, ¢ les dérivées partielles de z
par rapport A x et y. La droite P& se trouvant dans le plan tangent
a S, ses cosinus directeurs satisfont i la relation

{x3) ' ¢c=pa+gb, dot c=Ax,

enremplacantp, ¢, a et b par leurs valeurs approchées Ax, B Jr1eto
On trouvera de méme

(14) ¢, =By, =A%, ¢, ,=By.

D’autre part, P’ est normale a §'; on aura donc, en désignant par
P> ¢ les dérivées partielles de 2’ par rapport i a, 7,

S I

Ndy=———-L___ - _ 9 eome o X
( ) 2 VI+P“+9’2’ 2 VI_’_p/,_I_q/,’ 2 V[+pl;+qlz,

expressions qui se réduiront 3
ey ‘ I
(16) a'2=—A'.'l", 1)'2=——B'_7", c'2=1—-.“2_'7i,

.
en remplacant p', ¢’ par leurs valeurs approchées A’z’, B’ 7.
On trouve enfin, de la méme maniére,

A+ By

(17) _ C2=1~— >
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Substituant pour z, 2’ et les cosinus directeurs les valeurs que nous
venous de trouver, la formule (12) deviendra, en s’arrétant toujours
au second ordre, ‘

by — k= é'?-j-}—‘y-z—l—(Axcosy Bjsmy)l— -+ A'R)x'

(Is) A.Jz"z-l- B’ T2

+ (Axsiny+Bysiny) (—r+ B’Iz)y sl

| — e 41 et

B i s ey
2 2

Cette expression peut se mettre sous la forme suivante :
‘ hy—bh = %(K; — ]2) (A'z’ — A cosy + By siny)?
(19)A ) +%(1?‘_ h) (B'y' — A.at;sin-y — By cosvy)?
1 D
1 -+ 2M(Mx+N}’)2+ m]’z,
en posant, pour abréger,

A2 cos?y A __ Afsin’y
A B

(21) N= ('%—],3 —_ i—l,;) sinycosy,

(D M (B __Beosry B sin’-y) N2
{
f

(20) M= A —~

= [_A’ Aty (B’ A’\smz'y]

B Af
: AB ’ ;- A (B'— A’} sin?-
=m7[(A — 4) (B'—B) — (B — A)(B'— A)siny].
9. On sait que I’équilibre sera stable si &, — & est constamment po-
sitif, quels que soient x, ¥, 2', y', 7. Faisons d’abord = o. Pour

que les guatre carrés que countient 2, — % soient positifs, il fandra
qu’on ait

B .
(23) i‘,——ll>0, g —Ik>o, A:>oa B//O’

car A’— A€t B'—B sont positifs.
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Ces conditions expriment :

1° Que le point G est situé au-dessous des centres de courbure de la
surface §';

2° Que les deux courbures principales de S' ont respectivement le
méme signe que les courbures correspondantes de S.

Nous allons prouver que, si ces conditions sont satisfaites, &, — % sera
toujours positif, ce qui assurera, comme on sait, la stabilité de I'équi-
libre.

Deux cas seront & distinguer dans cette démonstration.

10. Premier cas. — Si A’ > B, Ja quantité positive (A’ — A)(B' —B)
sera plus grande que (B — A)(B'— A’), et a fortiori plus grande que
(B -~ A)(B'— A’) sin*y. Donc D sera positif. D’autre part, A et B’ sont
de méme signe. Car, si 'on avait

(24) A <o, B >o,
on aurait, en vertu des relations (23),
A'<o, B>o, dou A'<B,

contrairement i 'hypothése. Donc M aura tous ses termes positifs ;
donc %, — k sera une somme de carrés positifs.

4. Deuziéme cas. — Soit A’ < B. I’angle y ne pourra plus prendre
toutes les valeurs possibles. En effet, en désignant par A,, B les cour-
bures principales de S au point P et par A',, B, les courbures princi-
pales de 8’ au point P/, on a vu (3) que le corps C' pénétrerait le
corps G si y dépassait la limite %,, définie par I'’équation

(25) sin?), = (Ae— A1) (B, —B)

(B, —A)(Bi—4,)’

limite qui différe infiniment peu de la limite A, définie par P'équa-

tion (6);-car A,, B, A',, B, différent infiniment peu de A, B, A", B".
La quantité M sera constamment positive; car, si % est positif, tous

ses termes seront positifs; et si -]‘:—, est négatif, M sera minimum lorsque
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7 atteindra sa valeur maximum X,; ce minimum sera sensiblement
égal & :

~

B —A)(B—A)| ~ 4B B—A

(26} %[Ar_A + I%(B’-;A’)_(AI_A)(B’_B)] _ é,E, (A'-—A)(B'—A),

expression qui est un produit de facteurs positifs.

L'expression D sera également finie et positive, tant que 7y sera sen-
siblement inférieur 4 A ; mais, pour les valeurs de y infiniment voisines
de sa limite A, (laquelle est elle-méme infiniment voisine de 1), D sera
infiniment petit; cette valeur infiniment petite pourra méme devenir
négative, si d; > A. '

§i, en méme temps que 7 se rapproche de sa limite, on donne 4 x, ¥,
', ' des valeurs telles, que les expressions A’ 2'— Az cosy -+ By siny,
B'y'— A siny—By cosy, Mx + Ny soient des infiniment petits d’'un
ordre supérieur au premier, les termes qui constituent, d’aprés 'équa-
tion (19), la valeur approchée de &, — h seront d’un ordre supérieur
au second, et pourront devenir comparables aux termes négligés. Pour
déterminer avec précision le signe de &, — %, il sera donc nécessaire
de pousser I'approximation 4 un ordre supérieur au second, ot nous
nous étions arrétés jusqu’ici.

42. Ce calcul serait-extrémement compliqué s’il fallait Vexécuter
pour deux surfaces quelconques S et §'. Mais voici une remarque qui
permet de le simplifier :

Substituons aux deux surfaces données S et 8’ deux autres sur-
faces 8,, S| quileur soient tangentes au point O, et telles, que dans le
voisinage de ce point S, soit au-dessous de S, et S, au-dessus de S,.
Supposons que, en faisant mouvoir S| sur S,, %, — % soit constamment
positif; il en sera de méme dans le mouvement de S’ sur S.

Considérons en effet la surface mobile §’ dans une quelconque de
ses positions, et supposons qu’elle ait entrainé S, dans son mouve-
ment. Cette derniére surface étant au-dessus de §', qui repose sur S,
laquelle est au-dessus de S,, sera au-dessus de S,. On pourra la rendre
tangente 4 S, en 'abaissant d'une certaine quantité. Cela fait, 2, — &
sera positif, par hypothése. Donc il P'était a fortiori avant le dernier
abaissement qu’on a fait subir au systéme. '
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13. Celaposé, admettons d’abord que les quatre courbures A, A’, B, B’
aient le méme signe. On pourra, d’aprés la remarque précédente, sub-
stituer & la surface S une surface S,, dont les courbures £, # soient du
méme signe que précédemment, mais toutes deux inférieures 4 A, cette
nouvelle surface étant évidemment au-dessous de S dans les environs
du point O. Or, sinous étudions le mouvement de ' sur S,, nous serons
dans le premier cas déja étudié; car w étant < A sera a fortiori < A';
on a d’ailleurs, par hypothése,

(a7) g —k>0 g—h>o, H>o, E>o.
Donc %, — % sera positif.

14. T reste & considérer le cas ot les courbures A, A’, B, B’ n’au-
raient pas toutes le méme signe. La courbure B’ étant, par hypothése,

~ la plus grande des quatre, sera positive, et %37 étant positif, B sera éga-

lement positive; au contraire, A et A’ seront négatives. -

Cela posé, on peut substituer 4 la surface S une surface du second
degré S; dont les courbures & et o soient des quantités quelconques
respectivement moindres que A et B, mais de méme signe que ces der-
niéres quantités. La quantité &, étant simplement assujettie 4 étre com-
prise entre A et — oo, sera négative, et pourra avoir une valeur absolue
aussi grande que I'on voudra.

On peut substituer, d’autre part, 4 §’ une surface du second degré
dont les courbures &’ et +’ soient plus grandes que A’ et B’ et de
méme signe que ces quantités, et satisfassent en outre aux relations

I

(28) ﬁ_h>0’ ry—b>0.

¥’ pourra étre pris aussi grand que 'on voudra; car la relation

5’7 — k> o, ou A’ est négalif, montre que % est négatif. Donc qjib’ —k

sera > o, quelque grand que soit 1'.
Il résulte de 12 que, dans Iétude du signe de 2, — %, on pourra se
borner au cas ou les deux corps G et C' sont limités par des surfaces

Journ, de Matk. (3° série), tome I. — Janvier 1875, 3
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du second degré On pourra, en outre, se donner arbitrairement la
courbure minimum de G et la courbure maximum de C', pourva
qu’elles soient respectivement négative et positive, et suffisamment
grandes en valeur absolue. Il nous sera donc permis de supposer
qu'elles sont respectivement égales i — get a -i-, ¢ étant une quantité
trés-petite.

45. Dans cette hypolhese simple, il deviendra facile d’effectuer le
calcul de %, — % jusqu’aux termes du quatriéme ordre. :
Soient, en effet,

2 2 112 S ol 2"
(29) z=A‘”_':I.3.7_, z’_—_A“_';:EL

les équations des deux surfaces S et §', et soient

(30)‘ p=Ax, ¢q=By, r=A, s=o0, t=B8,
pP=Ax, =8By, r'=A, ¥=o0, =¥

les dérivées partielles du premier et du second ordre des ordonnees z
et 2’ de ces deux surfaces.

1a quantité i, — & sera donnée par la formule (ro), dans laquelle il
faudra calculer les-cosinus directeurs a, b, ¢, ..., a,, by, ¢y, '

46. Commencons par le calcul de @, b, c. Ces cosinus directeurs
seront donnés par les formules connues (BEB.TRAND, Calcul différen-.

“tiel, n°® 633)
(31) o . ¢ = pa -+ gb,
(3a) 1| [PEE— (1 )s]8% +[(x +p7)E— (1 gY)r]ab
) : +[(v+ p*)s — pgr]a® = o,
(33) at + b* + (pa +qb) = 1.

On a d'ailleurs ici s = o, p, ¢, b infiniment petits, et 2 =1 — 2, 7 étant
infiniment petit du second ordre. Substituant ces valeurs de s etde a
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dans P’équation (32), elle deviendra, au troisi¢me ordre prés,

(34)

(t—nb+(p't—q'r)b — pgr=o.

La quantité ¢ — r étant finie, on voit, par cette équation, que b est
du second ordre; (p*¢ — ¢*r)b sera du quatriéme ordre : on aura
donc, aun quatriéme ordre pres,
(35) b= P,
t—r
L’équation (33) donnera ensuite, en posant s =10, @ =11, €t
négligeant le quatriéme ordre, ,

—2t+pr=o0, doa =%,
2
et par suite, au quatriéme ordre prés,
=12
(36) a=1—"
L’équation (31) donnera ensuite
2 t—r

(37)  e=p-5+ T

valeur exacte jusqu’au quatriéme ordre inclusivement.
On trouvera de la méme maniére

Pyt ) ? . 2t

a, = = b|="—I—'q;7 Cg=q—12'+rq—'it3

R G TR A R AW i did

(38) ja=1-T F=yp =P
r P9 v 9t 9" ap

a,= e bi"‘['—;’ Cl—-q’—z--{-r,_t’.

%

17. 11 ne reste plus qu’a calculer ay, by, ¢, 4, ¥, ¢,. Or on a
exactement

—P : —4q — i

Ay — ————— b, =~ ’ Cyp — ————
T Vixpre - Vixp+ge 0 Vitp+q
3..
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ef, en s'arrétant aux termes du quatriéme ordre,
2 + T
ti=—p(i- 2EL),
?+ 2
(39) b==—9(1—qu)’

*+q* 3 2
L5 +ap

s =—p ( 7— P+ q")
(40) i =—q (I ,,+q,,)
2 q’

Co== 1 —

On aura de méme

!
Co=171 —

5P+
Substituant les valeurs cx-dessus des cosinus directeurs dans l’equa-

. tion (o) et négligeant les termes d’ordre supérieur au q_uatrxeme, il
viendra

(41) PR, —7::—(-—-——71)02 —(——k)ﬁz ——n2 mj*—FB.,
én posant, pour abréger,

(42) —a=A'x'— Ax cosy + By siny=p' —p ;:os-y -+ gsiny,
(43) B=By — Axsiny — By cosy=¢'— p siny — ¢ cosy,

(44) n= Mx + Ny,
4 . szl r’ I:s B
R=(pcos'y—-qsm7)[P t,q "7;' +k( t’-—r) Pz
+ (psiny-+q cbs-y) p’l,q ¢ :, +—',—+71R ’q,i z::) — q’z’]
_ p'z+ 2

4 (P + gy~ )+ 5 (P + 1
+ [( —|- Pgr ) cosy — ( q;s+ 4 qf) sm'y] (——‘x -+ p'hk)
-+ ( +fqr) sin'y—.'—(-qz-i-pq)cos'i]("‘f"‘"‘q’k)

'—p (px+q_7 4 :_q h— 2 )+§(p_+qz)’k.

(45)
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18. Nous devons chercher le signe que prend la quantité s, — %
lorsque a, 8, n sont des quantités infiniment petites d’un ordre supé-
rieur au premier et lorsque D est également infiniment petit. Ces hypo-
théses simplifient beaucoup le calcul de R. Eu effet, R étant du qua-
triéme ordre, on n’y négligera que des termes d’ordre supérieur &
‘celui-13, en y supposant les équations

x=o0, B=o0, n=o0, D=o
rigoureusement satisfaites; mais on déduit de ces équations

| pcosy—gsiny=p', psiny+qgcosy=¢,
(46) | Peosy+q'siny=p, —p'siny+qcosy=g,
) | P2 4+ qz - Prz + qlz_
En vertu de ces équations, les termes en % disparaitront de I'ex-

pression de R. En effet, le multiplicateur de % peut se mettre sous la
forme

P(—E -+ + (- T+ 5L + 3+ g
+(=E+ )+ (- ﬂ'f’_"’i)q

+ 2 (P )P+ 47+ 5 (7 + g

." I‘ 7. ' 3 vh
o) = T p (P )
7 r_ g

N ;‘“P’92+1(P’+92)(P'2+9'2) + 3P+ gy
3
=(—3+5) e+ e+ (-t )+ oy
+ 7 (P -+ ¢*)(p? + )

3 3
‘ =(P2+Q’)’(~—§+§—§+§+%)=o.

Les autres termes de I'expression de R pourraient également se ré-
duire d’une fagon trés-notable; mais, pour simplifier le calcul, nous

2%
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allons introduire ia supposition
A= _,i, B= -I-’
£ 5

dont nous avons parlé plus haut. La quantité e étant d’une petitesse ar-
bitraire, le signe de R sera déterminé par ceux de ses termes qui con-
tiennent ¢ & ]a moindre puissance. '

19. Calculons d’abord siny et c'o's"yr. On a, pour déterminer siny,
Péquation - T o :

D= (A'— A) (B'— B)— (B — &) (B— A)sin’y =o, '

_d’oﬁ , '
4V (o :
e R

sin?y =

en négligeant 2.
On aura, par suile,

R
2

(49) cosy=\a(B—A) ¢
. et, en négligeant ¢,
(49) o , siny=1.

~ 20. On a ensuite ¢ = By. D'autre part, on déterminera la valenr
approchée de p par I'équation

_ (50) n=Mx+Nj=%p+§q=0.
On a, en effet,

T -,
G ='i—,{A'+%—-(%_A’)[I—i’E(B—A')];:'szE’

en négligeant les termes en e.
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D’autre part,
§= (% — %) siny cosy = (:—_—A: -I—-I) siny cosy,
ou sensiblement
cosy _ __ Y2(B—A) -3

N
(52) i:-—-t—A’_ 2

On aura, par suite,

(53) p=COE by LB Koty
On aura ensuite les valeurs approchées suivantes :
p'=poosy — gsiny =X g g —nrp,
g'=psiny +gcosy= ———‘/"TTT) e,
\ oozl o EE=E 4,
() | sATrhr_pa .
x'= ’Ai: =—17,
Pt o= O
| 7= A’x”—: By _B -Z-A'y,

et enfin i
' r::A:::——:-, t=B, r=A, t’=B'=—E--
21. Substituant ces valeurs dans I'expression (45), négligeant les
termes en %, qui s’'annulent comme on I'a déja vu, négligeant égale-
ment les termes qui n’ont pas ¢ en dénominateur, il viendra, toutes
réductions faites,

(55) R = %Z:—(B — A



2/ CAMILLE JORDAN.

R est donc nécessairement positif. Il est d’ailleurs évident qu'il en est
de méme des autres termes de I'expression (41), & 'exception du

D 2
terme AR

22. Cherchons 4 déterminer la valeur minimum que puisse prendre
ce terme. Ce minimum correspondra évidemment 4 la valeur limite 2,
de 'angle y, définie, comme on I'a vu plus haut, par Péquation (25).
Comme }, différe infiniment pen de 1, la valeur correspondante de M
sera sensiblement définie par I'équation trouvée plus haut,

e
I
g

d’oti 'on déduit, en remplagant A par — %,

2B
(56) M=
T reste 4 déterminer la valeur correspondante de D, laque]ie est
égale 2 -
(& —A)(B,—B)

(A'— &) (B~ B) — (B'— &) (B - A) p' — 5 — 55"

Cette expression peut se mettre sous la formme
_ (A'—A) (B’ —B) (B, —A") (B.—A) —(B'—A") (B—A) (A, —A)(B,—B.)_
B T (B—E)(B.—A)

(57) O

Le dénominateur de cette expression est sensiblement égal i
(B"— A')(B—A), quantité qui se réduit elle-méme sensiblement
s 1 .

a ;' -

23. 1l reste 4 évaluer le numérateur. Pour cela, nous devons cal-
culer les valears approchées de A,, B, A, B, et pousser le calcul
jusqu’aux termes du second ordre en x, y, a2/, 7.
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24. Or A, et B, sont les racines de 'équation suivante (BerTrAND,

Calcul différentiel, n° 634) :

(58) 18— — 1+ pP+ @ [(1+p?) £+ (1+¢*) r— 2pgs] p
: +(1+p*+¢*)fp* =o.
D’ailleurs s est nul, et p et ¢ infiniment petits ; d’autre part,-A, dif-
fére infiniment peu de A = r. )
Posons donc p = r -+ 7; I'équation deviendra, en y supprimant les
termes d’ordre supérieur au second et ceux qui se détruisent mutuel-
lement,

_P+tg
(59) 2

f(t—l—r)r-;(p’t+q’r)r—(t+r)f
+2(pP+¢)rt+2rt+ 1t =o.

Cette équation montre que 7 est du second ordre et a pour valear
approchée

i-:-q—z(f+r)r+(P’t+q’r)r-2(p’+q’)r’ .
(60) : =—3@3p*+¢%-

r—it

On aura donc, rétant égal 3 A,
(61) . A, =A—§(3p"‘—l— q%);
on aura de méme
| B =B -3 (3¢ +p)
T AT A J i
(62) A=A~ —(3p+q),
4 4 B’ £ /!
By =B— 2 (3¢%+p")

Substituant ces valeurs dans le numérateur 3¢ de D, et ne conservant
Journ. de Math. (3¢ série), tonse I. —— Janvier 1895. 4



a6 ’ CAMILLE JORDAN.

que les termes du second ordre, il viendra

= W= AE-BHE-A)[ACF )~ B¢ )
+ (= ) E—B)B— AL+ ¢)~F B0 +p)]
— @) B )2 B¢ + ) — 507+ )]

] —e—mE-0@ B[ 268+ ) — 50+ o)
(63)
' =— A(3p* +¢*) (B — B)(B'— A){B— A

A Bpra (B —B) (B A) (B A)
— 2B ) —A) W —A) (B —A)

+ l;(?,q:z_l_P/z) (B— A)(A'— A) (B—A).

Remplacons dans ceite expression A, B’ p, ¢, P's ¢ par leurs valeurs
en ¢; il viendra, en négligeant tous les termes qui n’ont pas ¢ au dé-
nominateur,

(64) %:g[%(B_AIZ_l_ZAI(B - A’)-——BB—E—é{—i—%(B —A’)z]
=ZB(B —A).

: - D o fonla 3
La valeur minimum de — 7* sera donc sensiblement égale &

¥ .
(65) !43 = - 45 ’
T A

quantité positive, puisque A’ est négatif et B positif.
Donc tous les termes de k, — k sont positifs, ce qu'il fallait dé-
montrer.
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II.

25. Nous avons établi, dans la Section précédente, que les condi-
tions (23) suffisent & assurer la stabilité de I'équilibre. Nous allons
prouver, d’autre part, qu’elles sont nécessaires, en établissant les équa-
tions différentielles des oscillations infiniment petites que le solide €’
peut exécuter autour de sa position d’équilibre.

Solent X, Y, Z les coordonnées initiales d’un point quelconque du
solide; ses coordonnées X,, Y, Z,, 4 un instant quelconque du mou-
vement, seront données par les formules (7), (8), (g). '

Remplacons dans ces formules les cosinus directeurs par leurs va-
leurs approchées trouvées plus haut (n* 16 et 17), il viendra, en né-
gligeant les infiniment petits du second ordre,

| Xy=x+E— pf=ux +&cosy -+ n'siny — pg’
=2+ cosy (X — x'+ p'Z) + siny (Y — y' 4+ ¢'Z) — pZ
=x — 2’ cosy — y'siny + X cosy + Ysiny
-+ Z{p'cosy + ¢'siny — p), -
Yi=r+9—q8 =y —&siny-+ n'cosy — q¢’
=y —siny(X ~ a2+ p'Z) + cosy(Y — y' +q'Z) — qZ
=y + &’'siny — y'cosy — Xsiny -+ Ycosy
Z(— p'siny + ¢'cosy — §),
Z,= pE+qn -+ § = p(¥cosy+q'siny) .
+g (—&siny + v cosy) + ¢’
= p{X cosy-+Ysiny) + ¢ (— Xsiny +Ycosy) —pX--¢Y+Z

(66)

= (pcosy — gsiny — p’)X + (psiny + geosy — 7)Y —Z.

26. Ces expressions se simplifieront beaucoup en prenant pour va-
riables indépendantes y, 7, et les quantités «, B, n définies par les
équations (42), (43) et (44).

En effet, substituons d’abord, dans les formules (66), les valeurs
de x', 7', p's ¢', tivées des equatxons (42) et (43), et remplacons, en

4

4.
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] xz ¥y . -.
outre, p et g par leurs valeurs ;» 3> il viendra

X, = acosy (é - Z) -+ Bsiny (Z - -—) + & ( A":f"l . As;x"-y)

. B B I
-+ ysinvy cosy (Zf' — }7) + X cosy + Ysiny,
ou, comme on a

Acos’y  Asin’y M . (B By N
l—‘T—T—X’ 511176037 Z‘—E ——-z,

- (67) X, —occos'y(-—-Z) ﬁsiny(%——Z)+§-+Xcosyi—l—Ysiuy.

On aura de méme

Y, =— ocsm-y(-— — Z) ﬁcosy(— - Z) —+ 2 siny cosy (g— -%,)

B B .
+ 7(1 — psin?y - i—,-cos’-y) — Xsiny + Ycosy
ou, en ¢liminant & par I'équation ( 44) et faisant les réductions

(68) sY_, ——ocsm'y(———) ﬁcos'y(——z)

( + —l- My ~ Xsiny +YcosTy,
D étant défini par I'équation (22).
On aura enfin

(69) Z, =7+ aX — Y.

27. Soit d’ailleurs m la masse du point XYZ. La force vive totale &
que possédera le solide C/, & l'instant considéré ¢, sera égale &

I+ d¥iy az
(70) e =Fm "

la sommation s’étendant & tous les points du corps.
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28. Prenons les dérivées des formules (67), (68) et (6g), pour les
substitner dans I'équation de @; il viendra

“d. dp . I -
@:2{172[(—;(:057 (é——Z)—Z—?sm'y<§,—Z)
ij—?—(—l—XSiny—-Ycosy)gT
+m[-:—ll;sin7(:i7—z)— ggcos-y(]—;;——z)
Nde D dy

. dy]?
ez T Ew E—(XCOS/—F—YSln‘y)&;-]

+m (%X — %Y).-l— mRi,

R désignant un ensemble de termes du second degré an moins en &,
B, 7, y et contenant en outre des facteurs de la forme Z-f, Z—f, Z—Z 3
drn dy

a’de’. , :
L’amplitude des oscillations restant, par hypothése, infiniment pe-
tite, a, 8, 7, y seront infiniment petits; fe travail développé sera un
infiniment petit du second ordre, ainsi que la force vive initiale;
donc @ sera un infiniment petit du second ordre.

Or R est du second ordre au moins; et, pour que @ soit du second.
ordre, il est nécessaire que chacune des trois sommes de carrés qui
figurent dans Pexpression de @ soit également infiniment petite du se-
cond ordre. :

Or, pour que I'expression
de dp . \?
xm (.7; X—2Y)

soit du second ordre, il est évidemment nécessaire, ou que la masse du
corps mobile soit sensiblement concentrée sur la droite unique, définie
par Péquation

da 48

Y X — ar Y= Oy

. - - s d.
cas singulier que nous exclurons de notre examen, ou bien quezf et

g .o . . .
d—f soient infiniment petits du premier ordre au moins.
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On verra de méme, en considérant successivement les autres sommes
dy dn D dy
dr’ A BM dr
du premier ordre au moins. _
Nous supposerons d'abord que, 4 Iinstant £ que I'on considére, D ait

CAMILLE JORDAN,

qui figurent dans 9, que doivent étre infiniment petits,

R d - . . .
une valeur finie; d;': sera infiniment petit du premier ordre.

soient GX’, GY’, GZ' trois axes paralléles 2 OX, oy,

29. Cela posé,
du point

OZ et passant par le centre de gravité G. Les coordonnées
XYZ, par rapport 4 ces nouveaux axes, seront X=X, Y=Y,
Z=27—Fh. : A :

- On aura, d’aprés les propriétés connues de centre de gravité,

smX'=o0, ImY=o0, ZmZ=3mh=ah,

(71)

o désignant la masse totale du corps mobile.
Nous posérons en outre, pour abréger,

( Zm (Y 4+ Z%) = &y Zm(Z>+ X% =&/, Im(X?+ V) =o',
(72) i SmYZ =%, ImZX =w, EmXY=w"
50. Développons maintenant 'expression de @, aprés avoir remplacé

X, Y, Z par X', Y, Z + k; il viendra, en tenant compte des relations
(71) et (72) ainsi que des valeurs de Met de N (formules 20 et 21),

_ i : S1da 1 2 ag | ,dy
@-[m’b(?—k) +:R>]2t;'+mllﬁ—~h 4+ t_ll—’_l—eﬁ"—a’_l’.
[y N\ dn? D* dy? »da dB dudy
+3’°(}:z+——3:m=) @ Fwar 2 a2

dg dy- Mocosy A'—A (1« de dr

I udstafiububel Svint— — hiaagutad

(73) — 2%z u M A (A’ h) %z
IMsingB —A (1 df dn NsingD /1 dzdy
sy AL By IRE Dt p\ &Y
M B \B de dr BL \A [ Jdra

McosyD {1 \ df dy 2NUND dr dy

L T2 7m (B’ b) g T B ad TP
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p étant une expression du troisiéme ordre par rapport aux infiniment
de dﬁ d'y dn dy‘

MY R A% a

Ona d’autre part (formule 41), pour lexpressxon du travail,

petits «, {3,

o (T=— (k)
(74) :_m[j(?_k)az —(%—h)ﬁ’ 7 a2 R

R étant infiniment petit d'un ordre supérieur au second.

51. Cela posé, le mouvement sera déterminé par les formules de
Lagrange, '

(75) o, y

Effectuant les calculs, en négligeant les infiniment petits du second
ordre, il viendra

(76) a,‘%-:% ‘flt?—i- ¢ dt,—{-d,‘f;{—‘-m, ‘Z',’ =——§:m, (2["‘7‘)
(77) - %”7:;*_“2(:1:? {—62 dt’+ ”(Zgnﬁbl%‘:- ié)]b (é—h) Bs
(78) e ‘fltf -+ b, ”:{tg +as dt’ 7T b’ dz= =_"23% ,

@9) fm +e 5,80 a, 5 =i

(80) — w22 —uw/TE +aril = o.
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en posant, pour abréger,

!/ . 2 AT —
a,:gm(—i—,—lz) -, o= ey A—4 (3. —k),

M A Al
NMsinyD [ 1
dy=— "EM“'_(E - ")5

(81) a2=3l'(:(-£—-]l)2+&, bg___-_msin-yB’;A(é;_h)’

Cr=— mbcos-yD (___ 72)

o, N NN __p
=TI 4= T

“3=3‘L(E+nz—m

52. 1’équation (80) pent s'intégrer immédiatement. Elle donme
successivement
de a8

II
de de Bl

=&
dt ?

¢ étant une constante infiniment petite du premier ordre; puis
—%a—%’ﬁ-l—&”’y—'et-'-k

lf étant une autre constante.
Comme on suppose que « et 3 restent toujours infiniment petits, on

aura sensiblement
&t k
7 el J‘»ﬂ"~ ?

et I'on pourra substituer cette valeur dans les sinus et cosinus qui
figurent dans les coefficients a,, ¢;;..., %;. Cela fait, les équations (76)
4 (80) formeront un systéme d’équations linéaires dont les coefficients
sont, les uns constants, les autres des fonctions périodiques du temps,
a variations lentes.

On ne sait pas, en general intégrer un semblable systeme mais nous
remarquerons que, tant.que tne sera pas devenu infiniment grand du
premier ordre, c¢ sera négligeable; par suite, les coefficients 4,,..., a,
pourront étre considérés comme constants. L’intégration pourra se
faire, et les formules qu'elle donne resteront applicables a toute cette
période du mouvement.

>

33. Cela posé, on va voir que, 51 lz, w — k, M et D ne sont pas



(82)
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positifs [autrement dit, si les conditions (23) ne sont pas satisfaites], les
valeurs de «, 3, 7, y, y fournies par les intégrales des équations & coef-
ficients constants croitront indéfiniment pendant la période oti ces
équations sont applicables, résultat évidemment contradictoire avec
Phypothése que les oscillations restent infiniment petites.

Les coefficients des équations (76) 4 (80) étant supposés constants,
I'intégration de ce systéme dépendra, comme on sait, de la résolution
de Péquation caractéristique

o» I i - a k3
Qs> S (1—, ——71) — " 57 c, st dis, . st
"2 a T {1 \ a o 702
— Bs? ax8*~+ 9 E,‘Jz)— b, s* Cy5°  —W's
c, s* b, 52 st b, s? o
2M
" LD
d,s* Ca8® bt s? as*+ - 0
. . 2M
Whs? —'s? o o A"s?

Soient A ce déterminant, A, A,, A,, A, les délerminants plus simples
obtenus en supprimant la derniére ligne et la derniére colonne, puis
les deux derniéres lignes et les deux derniéres colonnes, etc. Considé-

rons la suite
A, A, A, A37 A, o1l

On sait que, si un terme de cette suite s’annule, les deux termes entre
lesquels il est compris seront de signe contraire [*]- Si donc on fait
varier s> de + o & — 0, la suite ne pourra gagner ni perdre de va-
riations que lorsque s* passera par une valeur qui annule A.

Or A, Ay, A;. Ay, A, sont respectivement des polyndmes des degrés
5, 4, 3, 2, 1 en s, et le coefficient du premier terme y est positif. En
effet, le premier coefficient de A est le déterminant

a, -—a e, d, b
- afh” a, b, c, — W

c, b, a, 8. o |,

d, Ca 8, a, o

W — o o) A"

[*]1 7oir Lavnest, Traité de Mécanique, p. 215 A 219.

Journ. de Math. { 3¢ série), tame I. — Janvies 1875, 5

0.
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qui n’est autre que le discriminant de la fonction positive @, quadra-
de df  ay .

= 30 o Les coefficients analo
gues dans A,; A,, A;, A, s’en déduisent en supprimant une ligne et une
colonne, deux lignes et deux colonnes, etc., et ne sont autres que les

discriminants des fonctions 9,, @,,..., qui se déduisent de @ en posant

tique par rapport aux variables

dy . dy dy
dt——o,p“ls e rd—— § TR

T dt
Si donc on fait s7= -+ o0, la suite A, A,..., A,, 1 ne présentera
que des permanences. Si I'on pose s?= — oo, on n’aura au contraire

que des variations. On aura donc cinq variations gagnées; les cinq ra-
cines de I'équation en s* sont donc réelles.

Donnons maintenant 4 s une valeur positive trés-petite. Les valeurs
correspondantes de A, A,,..., I seront sensiblement

A =asa T2 T Loy (ﬁ‘—,—'lz)gm(i—'h)
e R ()i ()
(83) A= a2 (=) pon (=)
Ag= —;-aro(é Iz)im(i—,—'k)
A = %am(Ai,——k\
| 1= I
Si les quantitésé——k, I—; — kb, M, D ne sont pas toutes positives,

cette suite présentera des variations, lesquelles indiqueront I'existence
nécessaire de racines positives pour ’équation en s2.

Soit s2 1a plus grande de ces racines positives. Les valeurs de «, 8,
n, ¥, 7, déduites de I'intégration des équations différentielles, contien-
dront, comme on sait, des termes de la forme Ce%?, oti G est un mul-
tiplicateur constant, déterminé par les circonstances initiales du mou-
vement, et qui sera généralement un infiniment petitdu premier ordre.
Lorsque # croitra, €'+ croitra indéfiniment et beaucoup plus rapide-
ment que lui, de telle sorte que Ge** deviendra trés-grand, 4 une
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époque ou, &£ étant encore négligeable, on pourra traiter les équations
(76) a4 (80).comme si leurs coefficients étaient constants.

34. Nous avons supposé, en établissant les équations différentielles
(76) 4 (80) A coefficients périodiques, que D n’était pas sensiblement
égal 4 zéro. Nous pouvions évidemment faire cette supposition pour
démontrer V'instabilité de I'équilibre, car nous étions maitres de dis-
poser des conditions initiales du mouvement. D’ailleurs, tant que &z
était négligeable, 7y et par suite D ne devaient pas varier sensiblement
si Péquilibre avait été stable. Donc D serait resté fini, comme il I’était
a Vorigine.

35. Mais, lorsque les conditions (23) sont satisfaites, auquel cas
I’équilibre est stable, on peul se demander si les petites oscillations
seront régies pendant toute la durée du mouvement par les équations
a coefficients périodiques (776) a (8o) établies dans ’hypothése ot D est
une quantité finie.

On doit évidemment répondre par I'affirmative si A’>> B, auquel cas
le solide mobile peut tourner d’'un angle quelconque sor I'appui ; car
on avu que dans ce cas D est une quantité toujours positive et finie (10).

Mais il n’en est pas de méme si A’ < B, auquel cas D peut atteindre
la valeur zéro, ou méme la dépasser infiniment peu. On devra distin-
guer dans le mouvement trois périodes successives.

Premiére période : D fini et positif. Les équations (76) 4 (80) sont ap-
plicables; 7 croitra avec le temps (décroitra si ¢ est négatif) d’une ma-
niére & peu prés continue, mais avec une grande lenteur. Cependant,
au bout d’un temps suffisamment considérable, y se rapprochera de la
valeur qui annule D, et la deuziéme période commencera.

Deuzxiéme periode : D est infiniment petit, mais supérieur  sa valeur

. : 4 ..
minimum. On ne sera plus en droit d’affirmer que 7’; est infiniment

petit. Il faudra donc compléter les équations différentielles du mou-
vement en y rétablissant les termes que cette hypothése avait fait sup-
primer. Ces équations cesseront alors d’étre linéaires.

Troisiéme période : Elle commencera lorsque I’angle  aura atteint la
limite extréme au dela de laquelle se produirait la pénétration mutuelle

du solide mobile et de 'appui. A partir de ce moment, il se manifes-
5..
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tera une résistance 4 P'accroissement ultérieur de y, et le mouvement
qui se produira sera le méme que si le corps C' était assujetti 2 conserver
d’une maniére constante cette orientation extréme, définie par I'équa-
tion (25). Cette équation permetira d’exprimer i chaque instant y en
fonction de x, ¥, ', 7, ou des nouvelles variables a, 8, n, ¥ que nous
leur avons substituées. Si 'on remplace y par cette valeur dans F'expres-
sion de la force vive et du travail, ces quantités seront exprimées en
fonction des seules variables a, §, 7, ¥, et I'on obtiendra par la for-
mule de Lagrange quatre équations différentielles entre ces variables.

Il pourrait se faire, d’ailleurs, que chacune des trois périodes que
nous venons d’'indiquer se produlslt plusieurs fois dans la durée du
mouvement.

Nous n’essayerons pas de formerles équations du mouvement pourla
deuxiéme et la troisiéme période. Les calculs, sans présenter, 4 ce qu'il
semble, de difficultés sérieuses, seraient fort compliqués, et les équa-~
tions fussent-elles formées, on ne pourrait guére espérer de les intégrer.

56. Nous nous bornerons  signaler, en terminant, deux cas inté-
ressants, ou les variables peuvent étre choisies de telle sorte que les
équations du mouvement deviennent linéaires 4 coefficients constants.

Le procédé le plus simple pour établir ces équations parait étre ]e
suivant. -

Considérons le mobile dans une quelconque de ses positions. On
pourra 'amener de sa position initiale 4 celle-]a par un double mouve-
ment : 1° de rotation autour du centre de gravité; 2° de translation de
ce centre. :

La rotation peut se decomposer en trois antres, autour des axes
GX/ GY GZ/, paralleles 4 OX, QY, OZ et mobiles avec Ie centre de
gravnte; soient 3', &', 7 les amplitudes de ces rotations.

La translation peut de méme étre décomposée en trois autres, paral-
léles aux X, aux Y et aux Z, et dont nous représenterons les amplitudes
par Ea n, g‘ ’

Les oscillations restant infiniment petites, &, ¢, v, f/, & seront infini-
ments petits; mms, le corps pouvant changer d’omentauon d’une ma-
niére notable, 7' pourra étre fini.

" Le point dont les coordonnées sont primitivement X, Y, Z aura pour
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coordonnées initiales, par rapport aux axes mobiles, X' =X, Y=Y,
=Z—h
Apres les rotations mﬁmtémmales P eto, ces coordonnees seront

devenues
X'—doZl, Y+8'Z, Z+oaX —fY.

Aprés la troisiéme rotation ¥/, ces coordonnées seront
‘ X, = (X' — «'Z') cosy + (Y + B'Z) siny,
(84) Y' =—(X'—a'Z)siny'+ (Y + f'Z') cos /’,
| =2+ o'X — BY.
Aprés les translations &, %, £, les coordonnées du méme point, par
rapport 4 OX, OY, OZ, seront ’
X, =X, 4+ E= (X — Z) cosy + (Y -+ BZ) siny
+ (&' cosy’ — B siny' )b +- £,
Y, =Y, +n=—(X—aZ)siny+ (Y -+ f'Z) cosy’
— (& siny’ + B’ cosy) b -+,
Z,=Z+h+5=2+aX—-FY+C.

37. La comparaison de ces formules avec les formules (66) et (67
montre que 'on a

(85) & =pecosy— gsiny— p'= Ax cosy — By siny — A'x' =a,
(86) f'=~ psiny—qcosy+g'=—Axsiny — By cosy+B'y'=f3,

(87) ‘ =17
(88) §=ax — x'cosy — y'siny — (e cosy— Bsiny)h,
(89) W=y +x'siny — y' cosy + (asiny -+ B cosy)h,
(90) t=o.

38. Cela posé, soient F,, F,, F. la somme des composantes des
forces qui agissent sur C'; g, p,, p.. leurs moments par rapport anx
axes mobiles GX’, GY’, GZ'; le mouvement de translation sera déter-

e
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miné par les trois équations
(91)
(92)
(93)

I

e
diy .
ar
d*g
ar

~ CAMILLE JORDAN.

== Fgy

=¥

=F,.

Pour déterminer, d’autre part, le mouvement de rotation, on aura

les équations des aires

Y a2z, . d2Y,
(94) Zm( i d’ Zi A )=H'$’
L X, o, BT,
(95) > m(zi % 'd—,r) = Py
, Y, o, 7
(96) 2¢(X17~Y1 ar ):: ot

39. Nous éllons calculer les deux membres de chacune de ces
équations, en supposant D ﬁm.

& d S .
On a vu que dans ce cas df x5 o0 " sont infiniment petits.
A de elz’ d
I en sera de méme de - — ;; En effet, x est déterminé par

I'équation
n=Mx -+ Ny,

ou M est une quantité finie et positive. En différentiant celte équa-

tion, on trouvera -~ exprimé en- fonction de quantités infiniment pe-

dr
tites. On trouvera de méme, en différentiant les équations (42) et (43),
da'
que —- et & = sont infiniment petits.

-Cela pose, les équations (88), (89) et (go), étant différentiées deux
fois, donneront, en négligeant les infiniment petits du second ordre,

d2i diz  d*z2 {y’ d*a . k
m?F:m[-F—Fcosy—- -siny — (= cos;— sm-y

dip dxz’ si d’y’ 3
M—r = dﬂ A < Sy — —3z cosy+ == siny +2E cos-y) ]
md_’c_ = 0.
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On trouvera de méme, par la différentiation des équations (84), en
négligeant le second ordre et remplagant /, §', ¥ par , B, v,

, d? . d? d . d2 d? 4z
Zm(Y L _ g dY')=s1n'y(—-Jo’7t;+%”——ﬁ+'Ub-—7)

Vo g de de
~+ cosy (%”% — ‘% +1!!>'d7:zz),
(52 ).
Sn(a G-I e w - G

40. Passons au calcul de Fo, By, Fo) toy ttyy e

Le solide C’ est soumis & deux forces, son poids g et la réaction 9%
de P’appui, laquelle passe au point dont les coordonnées sont x, 7, z,
et dont les cosinus directeurs sont sensiblement égaux 4 — p =-- Ax,
—g=—By,1.

On aura, par suite,

F,=%Ax, F,=—xBy, F,=0—Mg;
mais on a

F, = o2t = d’ot ==
;= 2 =0, dou I ==0I1ng

et, par suite,
F,= —oagAx, F,=  ugBy.

D’autre part, le moment du poids par rapport aux axes mobiles sera
nul, et ceux de la réaction Mg seront, en négligeant les infiniment
petits du second ordre,

pe=Mg(y —n) — MgByh
= Mg[— x'siny + 7' cosy — («siny + 3 cosy -+ By)k]
= Mg|(A’h — 1)ax'siny — (B'h — 1)y’ cosy],

g, =MgAxh — Mg(x — &) .
= Mg[— x'cosy — y'siny — (xcosy — Bsiny + Ax]k
= Mg[(A’% — 1)x’ cosy + (B'h — 1)y’ cosy],

Yz = o.
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44. Les équations (gr1) et (g2) deviendront donc

d: dﬂ d d
(97) ?E? cos'y df: siny — ( < cos-y dt? sm"/)lz —-—gAx,

2 ‘ZC I . d! 's
(98) ilz{ -+ -d;- siny — df; cos-y-{— ( - Siny -+ df cos'y)lz-_—gB]’

Substituons, d’autre part, dans les équations (g4) et (95), les valeurs
trouvées pour leurs deux membres, puis ajoutons-les, aprés les avoir
multipliées respectivement par siny et cosy; il viendra -

d nd
(99) —w i —d,-?—wd,, = (AR — n)a".

Ajoutons-les, d’autre part, aprés Ies avoir multipliées par cosy
et — siny, il viendra

ydie a2 d2y

{100) S E—Jy‘dl,—[—ﬂb'g‘;:——(B’h—i)]’;
enfin I'équation (g6) devient

da |, d diy
(ro1). Wi W —agl =o.

Les équations (97) 4 (101), jointes aux deux équations (42) et (43),
détermineront complétement les variables 2, 7, ', ', , B, 7.

42. Cela posé, si 'appui est de révolution, on aura A = B, et I'éli-
mination de x, y, 4 Paide des équations (42) et (43), donnera un sys-
teme de cing équations linéaires 4 coefficients constants pour détermi-
ner les inconnues restantes. En effet, on a déja trois’de ces équations,
a savoir (gg), (109) et (101). :

D’autre part, multiplions les équations (g7) et (98) respectivement
par cosy et — siny et ajoutons-les, il viendra

d*z dy da’

T Cosy — 5 siny — - —h— L — gA(x cosy — ysiny);
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mais on a, d’aprés (42),

. Az 4-a
xcosy—-}"smy:—A—;

d’ot, en négligeant les infiniment petits du second ordre,

d*z dy . A" d2x! I d*a
gg‘ COS'Y — 7 sm'y ==

A Taa

On obtient done P’équation i coefficients constants

(102) (“:_' ——1) ‘?(_l;'_ " (i _ b) d'e

o= - g+ )

Enfin, multipliant les équations (g7) et (98) par siny et cosy et ajou-
tant, il viendra de méme, en tenant compte de (43),

(r03) (% - l) e (7; - ﬁ) o =—g(By - ﬁ)-'

43. Le second cas remarquable est celui ott I'on a les relations

(to) A'=B, ¥ _ ="

iy’
JOII_J" A —-dby -

e w'=o.

Remplagons ' et y’ dans les équations (g7) et (98) par leurs valeurs
tirées de (42) et (43) et prenons en outre pour variables, 4 la place

de a, 3, les expressions
ey = et cosy - 3 siny,
Bs = a siny -+ cosy.
L’équation (87) deviendra .
Y &a,

de

—-gAx.
L'équation (g8) donnera de méme

(106) (1-%) % — (& - #) %= svr

Journ. de Math. (3¢ série), tome I. — Fivrizr 1875.
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‘f;{ des équations (gg) et (100) 4 I'aide de

Eliminons d’autre part

Yéquation (ror): il viendra, en tenant compte des relations (104) et

posant, pour abréger, %: —A'=2
A %——- .(A’k'— 1x' = A—’hi,:—l(Aat: cosy — By siny —a),
&2 , Ah—vx, ' . ;
.Zg—_.-—-(A k—1)y = IA, ! (——Axsm'y—Bycosy—-ﬁ).

Multipliant ces équations par cosy et — siny et ajoutant, il viendra

2 TA’ —_—
(107) \ fﬂ% = J—i“——,‘J—A-,——!-(A.at: — )

Multipliant d’autre part par siny et cosy et ajoutant, il viendra

d2B; Ak —
(108) A B XTI (— By — L)

On aura done, pour déterminer x, ¥, &4, Bi, les quatre équations
(r05) & (108), qui sont & coefficients constants.

44, Si le solide C est de révolution (par sa constitution intérieunre
comme par sa forme extérieure), on aura

AN=F, &=a’ Bh=0=u"=o0,

et les équations (104) seront identiquement satisfaites. Nous pouvons
donc énoncer ce théoréme :

Les oscillations infiniment petites seront régies par des équations a
coefficients constants : 1° si Uappui est de révolution; 2° si le solide
mobile est de révolution (& Uintérieur et & Uextérieur).




