JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

YVON VILLARCEAU
Sur le développement, en séries, des racines réelles des équations

Journal de mathématiques pures et appliquées 3¢ série, tome 4 (1878), p. 119-124.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1878_3_4__119_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1878_3_4__119_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

DEVELOPPEMENT, EN SERIES, DES RACINES REELLES DES EQUATIONS. I1Q

Sur le développement, en séries, des racines réelles des équations;

o

Par M. YVON VILLARCEAU.

Depuis les travaux d’Euler sur cette question, bien des solutions de
formes diverses ont été obtenues par les géométres. La plupart se sont
proposé, notamment, de développer la racine 2 de I’équation 4 résoudre

(l) , : fx:o,

sunivant les puissances de fa, a désignant une quantité quelconque,
comprise entre des limites hors desquelles le développement ne serait
pas convergent.

Le probléme consiste 4 former les valeurs des coefficients de la série
proposée. Lagrange, en dernier lieu, a donné plusieurs démonstrations
de ses formules. Aucune des démonstrations qui sont parvenues &2 ma
connaissance ne me parait aussi simple que celle 4 laquelle je suis
arrivé de mon coté. En la proposant aux géométres, je suis prét i
reconnaitre la priorité en faveur de ceux qui I'auraient déja publiée :
dans I'incertitude a cet égard, je crois utile de présenter ici une démon-
stration tres-simple et qui certainement n’est pas connue du plus grand
nombre des analystes ; car autrement on ne comprendrait pas que
son degré de simplicité ne lui et pas fait trouver place dans les
Traités de Calcul différentiel, ou 'on fait suivre 'exposition des théo-
ries de quelques-unes de leurs applications les plus importantes.

Supposons,comme d’habitude, I'équation (1) privée deracines égales;
supposons en outre que, dans le cas des racines presque égales, on ait
substitué a I'inconnue primitive une nouvelle inconnue divisée par un
nombre k assez grand pour opérerla séparation des racines; il en résul-
tera que la premiére dérivée f’x ne deviendra ni nulle ni trés-petite,
dans le voisinage de la racine considérée.
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Hors le cas de f'x = o, ou trés-petit, la méthode suivante convient

aussi bien aux équations transcendantes qu’anx équations algébriques.

Désignant par-a la valeur approchée de I'une des racines, valeur

que fourmra I'un quelconque des procédés en usage, nous aurons

recours 4 la méthode des coefﬁments mdetenmnes el nous poserons
Sa

f 3 a a3
(2) x=a—A, —-+A 142) — Ay 1(.2.)3 +A, [(:e)’ A

La forme donnée A ce développement satisfait & la condition que, si @
est racine de I'équation (1), on ait effectivement x = a
Ceci posé, puisque, par hypothese, le développement (2) doit fournir
une méme valeur de x, lorsqu’on y introduit une valeur quelconque
‘@ prise entre les limites pour Iesquellea la série est convergente, on
doit avoir ‘
(3) da = = 0.

- Cette relation va nous permettre de determmer les coefficients A,
A, .... Observant que ces coeflficients sont nécessairement des fonctions
de @, nous aurons, en appliquant la condition (3) au développe-
ment (2},

oL (Lo () & dﬁ) e

da da / 1 da da ] 1.2
Ldf (fa? _
+(A“da da) 2.3 7

Or, cette relation devant avoir lieu, quels que soient-a et, par suite,
fa, on en déduit les équations de condmon suivantes, dont la premiére
détermine le coefficient A, :

(4) A‘f(f A, (Zf~(IA, A df  dA, A df __ dA,

P | § —— T — L =
da ’ da da’ 3 de da’ * da da -

"1l reste & exprimer les coefficients A,, A;, .., au moyen des del rivées
de la fonction £, Différentiant la premiére de ces équations, nous aurons,
en transposant ensuite le terme en A,

dA, ((f - Lf
da da — M I
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d’ou, en vertu de I'une des relations (4),

df? af
Ar g da A’ da*

Cette équation nous fournit la valeur de A, en fonction de A,; en

la différentiant de méme, on aura

dA,dfn A,'Pf .dA, dﬂf 24,7

da da* dd da dat ~

dA dA,
en ayant égard aux valeurs (4) de et —; on en déduit

df? (Ff &if d/'
V da® 3A0 dat da’

.AA:)@-———A

Ceci suffit pour montrer comment s'obtiendront, de proche en
proche, les résultats que l'on a réunis dans le tableau suivant:

daf
{;,; = 1
afr A af
2dar — T T am’
’_I/:-—' ‘A ABf ,{lfz(f
dda® T Ydat ~ 2| datda |
(5);4 PN A LS A(Z‘fd/‘ 6 (4/\*? y [glrdr
fda — T M da® da I’) T N Vg dar ||
dfs &f L & fdf df & F '
Asga=—Mgs 4 ( O didda 10 G da |
L Bfdf? ((I’f - (Ifd/-‘
_As[[ da‘(lz‘+[5 rE. —-_ -—A‘l‘rl da* de® ,,

Ainsi qu’on I'a annoncé, les coefficients A,, A,, ... se trouvent
exprimés directement, au moyen des seules dérivées de la fonction f.
La loi des coefficients est facile a reconnaitre jusqu’aux termes en A, ;

mais, au dela, il est difficile de ’apercevoir.

Il sera utile, dans les applications, d’obtenir les valeurs explicites
des coefficients : pour en simplifier écriture, il nous parait conve-
nable de remplacer les dérivées par certaines foncllons de ces déri-

Jaurn. de Math, (3" série), tome Hl, — Avmw 1877
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vées, €n posant

O =i Y, gL Cf A AL

—l'zT(z:’ =di iz BT dwcdd YT acdd U

Nous nous dispenserons d’écrire ici le résultat de la transformation des
formules (5).

Par un transport successif des valeurs des coefﬁclents obtenus,
dans les expressions de ceux qui viennent ensuite, on forme les va-
leurs explicites .des divers coefficients, et I'on peut écrire immédiate-
ment la valeur de x, en portant ces coefficients dans le développe-
ment (2); il vient ainsi finalement

fa ifal (fa)?
=(Z—“4'l__‘“la" +“I( 30(2) 1.2a.)3
N
{7 o (e I°a3‘2+15“2) 1.2.3.4
: fa‘s
+ w(as — 15a,00 -+ 1050 0] — 10525 —1023) 1'.2(.5.’4-.5

développement qui, réduit 4 ses deux premiers termes, s’identifie avec
le résultat de I'application de la méthode de Newton.

Sous cette forme, il est visible que 'on pourra calculer assez. rapi-
dement les trois ou quatre premiers termes quiviennent 4 la suite de a.

La série sera d’autant plus convergente, que 'arbitraire « sera plus
voisine d’'une des racines :il est évident que cette arbitraire  ne pourra
servir 4 déterminer une racine, qu’autant qu’elle restera comprise dans
les limites hors desquelles le développement cesserait d’étre convergent,
et qu'entre ces limites la formule fournira une valeur unique de x;
car autrement, on ne concevrait pas qu’elle donnét la valeur de 'une
des racines réelles de I’équation proposée, plutdt que celle des autres,
si I'équation en a plusieurs. On comprend dés lors comment on ob-
tiendra les autres racines réelles, au moyen de valeurs assez approchées
pour que le développement reste convergent. :

Ces considérations nous semblent établir une liaison intime entre le
probleme de la séparation des racines et celui dela convergeice de la
série (7). -

On pourra remarquer que la precedenle méthode s apphquermt ala
détermination des racines d’un systéme d’équations 4 plusieurs incon-
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nues; mais les résultats seraient notablement plus compliqués que ceux
relatifs 2 une seule.
Présentons quelques applications numériques de nos formules.

Premizr exempie — Nous choisirons celui que I'on trouve dams le Dictionnaire
des Sciences mathématiques de M. de Montferrier, t. II, p. 458.
Soit Péquation i résoudre
Jr=—ax*—2xr—20=0:
dFr A2 f : &Bf
du’

——=3s—2, —=5=+ 6z

dz dr

on en déduit

= + 6.

~ Observant que 'une des racines est comprise entre 2 et 3, mais plus voisine de ce
dernier nombre, on fera

2. goon df @f &ef _
a=3; dou fa=-+1, E:+25’ ZI—;’:_{— 18, Ea—:__—i—G,
et les formules (6) donneront

1 18 6 . 137

2,:2—5'7 122(;5—)2- (23:(—‘;57,7 dou 13—3121‘—1""6(’ )

mettant ces valeurs dans la formule (7), il vient

—3_r_ 9 1 s _ 6 —
r=3 25 (357 " (3BF ... =3—0,0f — 0,000576 0,000914 v

ou
z=12,959410.
Vérification :
2* == 4-25,01884

— 2z — 20 = —25,9i882

Somme. .. ==+~ o0,00002 {*}.
Devxiime exeurie. — Résolution de 'Equation dite des Cométes.
. r . \
fr:sm‘.z:—-—7sm(.z-—g-) —=0;
]

pour faciliter les différentiations, on mettra I'expression de f sous la forme

| 1 | S 3
fx:—i-gcos4x— 50827 — Zsm(a:—— g)—!—g,

(*) Au moyen du méme nombre de termes, Vauteur du Dictionnaire trouve x = 2,9594047 et
V'erreur de l'équation est — o0,00011; la cause de cette erreur est dans une faute de signe, qu'il
q 3 H gne, q
a commise en faisant la somme combinatoire a laquelle il a eu recours.
16..
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et Yon en déduira

dr . I
‘—I;:——;sm.ﬁx—l— smz.z—zcos(a:—g),
&f T,

e =—2c0sf xr -+ 2c0822+ stn(z——g),
&f : X

- — i — 4 sin2z + —¢ —gh

e = t- 8 sin fx — 4 sin2x + bcos(m g)

Soient donnés - . -
Lh=o0,1761986, g=——25°37"4%",04.
On suppose (voir Arnales de I'Observatoire, Mémoires, t. IIT, p. 154), que I'angle
x— g ow G — g du Mémoire est voisin de go degrés : nous poserons
a— £ =9g0°%;
d’olt .
a= 64022”121,96, fa=—o0,0056g95, I fa= 17,755684—
20 =128 44 25,92, sin2a=—-+0,77999, cos2a==—0,62599,
fa=2572851,84, sinfa=—o0,97622 cos fa =— 0,21676,

%cos(a——g):o,. -;;sin(ll—g_):+o,6665o:

il s’ensuit 7
af . 3
.d—‘g: 9,18058 —, I.Z—:—:: 1,03861 —,
L a, = g,896846 +, L ay=8,97427 —, Lay=0,72015—,
: : " L{as—3a})=0,73130—,

o _ £
-l.?{—(;_o,lo3x54-'-, l

Lo — g ==8,8711 +, La(e;—3alj=0,6281 —,
- ._aqi:' =-0,0044g46 I1.=17,65269-+
- F “\2 : A - . .
A__a‘a%z(fal ==+ 0,0000012 &=4,0817+
3 -
ay; — 3&3) —I(L:%: -+ 0,0000001 lL.=3,1175+
Somme,... -+ 0,0044959 = 0015'27';36

a= 642212,96

z== 6437 40,32
. z— g = go1527,36.
Vérification ; -
Lsin‘fzr= g, 82317969

) S .
L Zsm(a: — &)= 9,8237970

Erreur= 0, 0000001




