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DÉVELOPPEMENT, EN SÉRIES, DES RACINES RÉELLES DES ÉQUATIONS. II9 

Sur le développement, en séries, des racines réelles des équations; 

PAR M. YVON V1LLARCEMJ. 

Depuis les travaux d'Euler sur cette question, bien des solutions de 
formes diverses ont été obtenues par les géomètres. La plupart se sont 
proposé, notamment, de développer la racine# de l'équation à résoudre 

(1) fx — Ο, 

suivant les puissances de fa, a désignant une quantité quelconque, 
comprise entre des limites hors desquelles le développement ne serait 
pas convergent. 

Le problème consiste à former les valeurs des coefficients de la série 
proposée. Lagrange, en dernier lieu, a donné plusieurs démonstrations 
de ses formules. Aucune des démonstrations qui sont parvenues à ma 
connaissance ne me paraît aussi simple que celle à laquelle je suis 
arrivé de mon côté. En la proposant aux géomètres, je suis prêt à 
reconnaître la priorité en faveur de ceux qui l'auraient déjà publiée : 
dans l'incertitude à cet égard, je crois utile de présenter ici une démon-
stration très-simple et qui certainement n'est pas connue du plus grand 
nombre des analystes ; car autrement on ne comprendrait pas que 
son degré de simplicité ne lui eût pas fait trouver place dans les 
Traités de Calcul différentiel, où l'on fait suivre l'exposition des théo-
ries de quelques-unes de leurs applications les plus importantes. 

Supposons, comme d'habitude, l'équation (i) privée de racines égales ; 
supposons en outre que, dans le cas des racines presque égales, on ait 
substitué à l'inconnue primitive une nouvelle inconnue divisée par un 
nombre k assez grand pour opérer la séparation des racines ; il en résul-
tera que la première dérivée f'x ne deviendra ni nulle ni très-petite, 
dans le voisinage de la racine considérée. 
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Hors le cas dej'x — o, ou très-petit, la méthode suivante convient 
aussi bien aux équations transcendantes qu'aux équations algébriques. 

Désignant par α la valeur approchée de l'une des racines, valeur 
que fournira l'un quelconque des procédés en usage, nous aurons 
recours à la méthode des coefficients, indéterminés, et nous poserons 

W
 .« = β - A,* + ÎS + A. - ·.··· 

La forme donnée à ce développement satisfait à la condition que, si a 
est racine de l'équation (i), on ait effectivement x = a. 

Ceci posé, puisque, par hypothèse, le développement (2) doit fournir 
une même valeur de χ, lorsqu'on y introduit une valeur quelconque 
a prise entre les limites pour lesquelles la série est convergente, on 
doit avoir 

(3) 
dx 
dâ ~ °' 

Cette relation va nous permettre de déterminer les coefficients À,, 
Ao,.. Observant que ces coefficients sont nécessairement des fonctions 
de a, nous aurons, en appliquant la condition (3) au développe-
ment (2), 

. = , - A, g - (A, g - (A. g - £) -

+ ( A df / da - dA3 / da) (fa)3 1. 2. 3 

Or, cette relation devant avoir lieu, quels que soieul u et, par suite, 
Ja, on en déduit les équations de condition suivantes, dont la première 
détermine le coefficient A, : 

(4) A
l
-r- = i, = A

3
^ = —, A„~ = —, .... 

Il reste à exprimer les coefficients A2, A3, ..., au moyen des dérivées 
de la fonction/.Difiérentiant la première de ces équations, nous aurons, 
en transposant ensuite le terme en A,, 

dAi — 4 ,L1L. · 
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d'où, en vertu de l'une des relations (4), 
df² d²f 

Aidiï~ Ai da-. 

Cette équation nous fournit la valeur de A
2
 en fonction de A, ; en 

la différentiantde même, on aura 

dA24P « iti^ ηκ #*£.· da da² da3 da da da² da da² 

en ayant égard aux valeurs (4) de ̂  et on en déduit 

df² d²f d²f df 
A*dï>-~A*dtf~°A*da>da' 

Ceci suffit pour montrer comment s'obtiendront, de proche en 
proche, les résultats que l'on a réunis dans le tableau suivant : 

Aida ~ l' 

A2df²/da² = - A1 d²f/da² 

hidaJ- 1 da3 Aî
L dâ-day 

A4 t,la' 1 ί/α< 2
 L

 elaZ da
 W / J L

 da
'
 ί!α1

\' 

A3df5 / da² = - A1 d3f/da5 - A-\°d^ da ̂
lo

^d^X 

-A3Lt0^^«'+ dâ\ l l° dâ> dû* y 

.............................................. 

Ainsi qu'on l'a annoncé, les coefficients A,, A,, ... se trouvent 
exprimés directement, au moyeu des seules dérivées de la fonction j. 
La loi des coefficients est facile à reconnaître jusqu'aux termes en A

2
 ; 

mais, au delà, il est difficile de l'apercevoir. 
Il sera utile, dans les applications, d'obtenir les valeurs explicites 

des coefficients : pour en simplifier l'écriture, il nous paraît conve-
nable de remplacer les dérivées par certaines fonctions de ces déri-

teurn. de Math. (3e série), tome III. — AVAIL 1877. 16 



132 WON VILLARCEAU. 

vées, en posant 

^ ' ' da ' 2 da1 ' da? ' 3 da3 ' da3 ' 4 <fa4 " tf»4 ' :..... 

Nous nous dispenserons d'écrire ici le résultat de la transformation des 
formules (5]. 

Par un transport successif des valeurs des coefficients obtenus, 
dans les expressions de ceux qui viennent ensuite, on forme les va-
leurs explicites des divers coefficients, et l'on peut écrire immédiate-
ment la valeur de x, en- portant ces coefficients dans le développe-
ment (2) ; il vient ainsi finalement 

(7) 

x = a — a{ -+- «,*(«, - 3«|)(fa)/ 1 2 3 

— a, (α
4
 — io«

3
 «

2
 -h i5«3)

 t 2 3 ^ 

-t- «,(«
5
 — ι5α

4
α

2
-ί- ίο5α

3
α| — ιο5α£ — ιοα|) ^ 5 

—~ i ».··«· I I .·♦.#· I I ··. , 

développement qui, réduit à ses deux premiers termes, s'identifie avec 
le résultat de l'application de la méthode de Newton. 

Sous cette forme, il est visible que l'on pourra calculer assez rapi-
dement les trois ou quatre premiers termes qui viennent à la suite de a. 

La série sera d'autant plus convergente, que l'arbitraire a sera plus 
voisine d'une des racines : il est évident que cette arbitraire a ne pourra 
servir à déterminer une racine, qu'autant qu'elle restera comprise dans 
les limites hors desquelles le développement cesserait d'être convergent, 
et qu'entre ces limites la formule fournira une valeur unique de x\ 
car autrement, on ne concevrait pas qu'elle donnât la valeur de l'une 
des racines réelles de l'équation proposée, plutôt que celle des autres, 
si l'équation en a plusieurs. On comprend dès lors comment on ob-
tiendra les autres racines réelles, au moyen de valeurs assez approchées 
pour que le développement reste convergent. 

Ces considérations nous semblent établir une liaison intime entre le 
problème de la séparation des racines et celui de la convergence de la 
série (7). 

On pourra remarquer que la précédente méthode s'appliquerait à la 
détermination des racines d'un système d'équations à plusieurs incon-
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nues; mais les résultats seraient notablement plus compliqués que ceux 
relatifs à une seule. 

Présentons quelques applications numériques de nos formules. 

PREMIER EXEMPLE — Nous choisirons celui que l'on trouve dans le Dictionnaire 
des Sciences mathématiques de M. de Montferrier, t. II, p. 458. 

Soit l'équation à résoudre 

fx — χ* — ix — 20 = ο : 
on en déduit 

dx~6X 2' dx>~+bX> dx>~ + b· 

Observant que l'une des racines est comprise entre 2 et 3, mais plus voisine de ce 
dernier nombre, on fera 

a — 3; dou fa=-hi, -j- =s + 25, —;= + 18, —=-4-6, 

et les formules (6) donneront 

x1 = 1 / 25,aa=[i5p· a3=rpr' dou α3-3α'Γ"-0(^7: 

mettant ces valeurs dans la formule (7), il vient 

x =3~ ά~ [J/ ~ ~ ··· =
3-°'°4-o,000576-0,0000.4... 

ou 
.*=2,959410. 

Vérification : 
χ3 = +25,91884 

— 2.X 20 = 25,91882 

Somme... = + 0,00002 (*]. 

DEUXIÈME EXEMPLE. — Résolution de Y Équation dite des Comètes. 

fx — ûn'x— ^-sin(.r — g) = 0; 

pour faciliter les dift'érentiations, on mettra l'expression dé fx sous la forme 

fx—-1- - C0S4·* cos 7.X — y sinta: — g) + -, 

Q*) An moyen du même nombre de termes, l'auteur du Dictionnaire trouve X = 2,959/(047 et 
l'erreur de l'équation est —0,00011; la cause de cette erreur est dans une faute de signe, qu'il 
a commise en faisant la somme combinatoire à laquelle il a eu recours. 

l6.. 
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et l'on en déduira 

— = stn4^+ sm2x —-^cosiJ;—g], 

—:—— 2C0S4* + 2 COS2.27 + -smii —g), 

-r-i = -l·· 8 sin 4a: — L sin2a: + — eos(a;— g). 

Soient donnés 
l. h = 0,1761986, g — — 25°37'4y', o4· 

On suppose (voir Annales de l'Observatoire, Mémoires, t. Ill, p. i54), que l'angle 
χ —· g ou C — g* du Mémoire est voisin de go degrés : nous poserons 

« — £ = 90°; 
d'où 

a= 642212,96, —o,oo56gg5, l.fa — 7,75584— 
2« = 128 4425j92» sin 2α =+0,77999, cos2e =—0,62579, 

4« = 267 285i ,84, sin4« = —0,97622, cos4« = — 0,21676, 

y cos (α — g) — o, isin(« — g) = + o,6665o: 

il s'ensuit 

_/. ̂  = ο, ιο3 ι54-ί-, /.^^=g,i8o58—, l. = ι ,o386i —, 

/.«, = 9,896846-1-, /.«, = 8,97427—, /.«, = 0,72915 —, 
/.(«, — 3a§)=o,73i3o —, 

/.—«,«
2
 = 8,8τιι-ί-, /.a,(«3.—3a5J = o,6a8i —, 

— a,— =+0,0044946 /. = 7,65269 + 

— a
t
a2 — -f- 0,0000012 =4

5
o8i7-f-

1.2 

«,(«
3
 — 3«*)- ^ = + 0,0000001 /.=3,1175 + 

Somme.... . + 0,00449^9 = 01527,36 
a — 64 22 12,96 

χ = 64 37 4o, 32 
x — g = go 1527,36. 

Vérification : 
/. sin4.r= 9,8237969 

/. isin(.* — £)= 9,8237970 

Erreur = 0,0000001 


