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SUL MINIMO SEMI FORTE DEGLI INTEGRALI
DI FUBINI-TONELLI

Memoria (*) di Exwico Maceses (¢ Padova).

In un recente lavoro [11] (Y) ho studiato il minimo relativo
debole nel problema cosidetto a punts terminali fissi per gli
integrali di Fusizxi-ToxkLL1

b d

L(yy.ys) = / ]/'(w, Sy (0), g (3), 1 (), 2 (1)) de da

1) = [ [ 16500, 56).07 (0,5 () de ds

dando condizioni sufficienti analoghe a quelle di KEurkro, Leces-
vre e Jacost per gli integrali classici del Calcolo delle Variazioni.

Assai pin complesso appare lo studio del minimo forle, che
¢ tra D'altro connesso a difficolta, ancora non sormontate, sulle
condizioni necessarie e sufficienti per la semicontinuita di I (y,,y,)
e di I(y) sia su una curva che in tutto il campo: difficolta gia
da tempo messe in rilievo da S. Farpo [2 e 4] e da me [8 e 10]
¢ tra le quali ¢ da ricordare qui I’impossibilita di esprimere
condizioni sufticienti per la semicontinuita (le quali ovviamente
interessano anche problemi di minimo forte) solo attraverso le

derivate parziali /}j; y, © fy; ¥ della funzione f e le cosidette

funzioni €; ed &, di Weikrstrass, introdotte dal Fakpo [10].

(*) Perveuuta in Redazione il 30 settembre 1951,
(1) I numeri entro parentesi quadra si riferiscono alla Bibliogralia finale,
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Mi & sembrato percid opportuno, nel proseguire ulterior-
mente lo studio dei problemi di minimo relativo per I(y,,¥s)
e I(y), prendere per prima cosa in esame il minimo semiforte
e vedere quali difficolta esso presenti.

Dimostrero in questo lavoro che accanto alle condizioni di
KEuLero e alla positivita della variazione seconda sono sufficienti
per il minimy semiforte due condizioni che si esprimono svla-
mente attraverso le f;,/: y @ fy; 7 e le funzioni &€, ed &; e che
ho chiamato rispettivamente condizioni di Lecrxore e di Weien-
strasS generalizzate, ’

Mi sono servito per questo di un metodo di recente ideato
da E. J. Mc¢ Suaxe |12] per il minimo debole nei problemi di
Bonza e successivamente esteso al minimo semiforte da F. (i
Myegs [13] e al minimo forte da M. R. Hesreses [6]; esso si
presta particolarmente bene per lo studio di I (yy,y,) e I(y)
perch¢ fa uso direttamente della positivita della variazione
seconda senza ricorrere alla condizione di Jaconr, espressa attra-
verso la considerazione dell’ equazione di Jacosr e di un oppor-
tuno sistema di soluzioni associate di essa (2), e cio ha impor-
tanza nel caso di [(y,,y,) e di I(y), per le difficolta che si
incontrano nello studio della equazione di Jicosr e che ho gia
messu in rilievo nel lavoro [11].

Per brevita mi limitero a trattare solo I (y,, y,); gli stessi
risultati valgono anche per I () e gli enunciati vanno ovviamente
modificati secondo la nomenclatura abituale (si vedano [9 e 11]).

1. — Diremo campo A un insieme di punti dello spazio
(£, £, #1, Y¥2) che sia il prodotto topolugico A, .x 4, di due insiemi 4,
del piano (r,y,) e 4, del piano (x, y3) contenenti ciascunov i

(3) AWl equazioue di Jacowt ricorre sia il classico metudo del «campo
di estremali» (v. ad es. [1]) che quello pit recente ideato da E. E. Lev
[T e 14]; e in realti nello studio del minimo relativo semiforte di 7 (y;, y.)
e di I(y) questi metodi mi si sono rivelati meno utili, Quanto al metodo
del Tonenx [15; vol. I, pag. 576 ¢ seg.] che si basa sui teoremi di esi-
stenza «in piccolo» del minimo essoluto, presenta anch’ esso per 1 (yy. ¥2)
e I (y) notevoli ditlicoltd, connesse con le osservazioni gid da me fatte in
[9; pag. 34 ¢ seg.].
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propri punti di accumulazione al finito. Per tutti gli (x, x, y,, y,)
di .0 e per ogni valore di y; e di y; sia definita la funzione
f(xy 5, 41y Yoy y1, y2) che supporremo continua insieme alle sue
derivate parziali dei primi due ordini.

Diremo curea ordinaria C ogni coppia di funzioni y, =y, (),
ase by, =y, (1), ¢c =<r=<d, assolutamente continue, tali
che i punti (&, y, (&) ¢ (%, yy (¥)) appartengano rispettivamente
ad 4, e A, ed esista finito I'integrale secondo Lenkscur

b d
I(yy, yy) = f / [y 2, 0 (6)y s (2), g1 (=), ye (2)) duds

Il problema che noi c¢i poniamo & il seguente: data una
curva C(J, (@), a <o <<b;j, (3),e<x<<d) di classe 1 (vale
a dire tale che g, (x) e y, (1) abbiamo derivate prime continue)
ed interna al campo 4 (), e fissato un numero positivo N,
trovarce condizioni sufficienti perche¢ C sia minimante relativa
semiforte  propria per I(y,,y,) nella classe K delle curve ordi-
narie C aventi gli stessi estremi di C. vale a dire perche si
possa determinare un p >0, tale che per tutte le curve ordi-
narie C (4, (£), a S x << b, y, (1) e < + << d) soddisfacenti alle

(1) (@)= g1 (@) y, (0) = Ji (0); 42 (€) = 3 (€), y5 (d) = Fa ()

(2) )= g1 () [ <py 192 (1) —Ja(3) =2 p
a<r<b e i<d

( yi(e) =g (¢) << N quasi dappertutto in («, b,

(3) j ’ ’ T
( .'/1(*)“'.[/2(“‘”31\’ » » » (¢, d),

si abbia
I(yy, y2) = 131 92)

il segno di eguaglianza valendo solo se la curva C coincide con C.

(3) Vale a dire per cui i punti (r. J;(2) e (z, ja{3)) siano rispettiva-
mente interni ad 4; e A,.



404

Supporremo che la curva C soddisfi alle seguenti condizioni:
a) Condisione di Bvrero: sia wn'estremale, cioé soddisfi al
sistema di cquasiont integro-differensiali :

ll

f/‘/ (a" '/1(‘),'/2 ))7/1() ’/2( ))d /f”l(.l,1, )d,:,=0
[4/'!,: (2 45 91 (0)y 2 (2), 41 () 272 () e — g () de= 0,

b) Condisione di Lrsesore gencrclis.ata: sia

(4) fy; g, (O % Ju(e)y T2 () Fi (), y2) >0
per a--r<beid |y, — i () <N
) ol 0 (0, (235 (), 76 (D) =0
per a<c<b, cL v =<d.

v) Condéirione di WelERSTRASS generalls zala : sia

() €1y w7 (), B2 )y i (0), 23 1) >0
per ase<be i <d, yy—ipn (3) S N Oy —yi(r) <N,
%) Cale, 4y 90 (2), 72 (3), B2}, Ga (2): 42) >0

per a=xs<b, c<:i<d, o< y— 7)) <N,
le tunzioni &, ed €, (di Weirrsrrass) essendo al solito definite da
E1 (& sy ay iy a3 Y1) = (8, 550, oy Yiy o) —
= 1(o 3 01 Yo 1 90) — (V= 0) [y (8 5 Y00 Yy s 42)
Ealry sty e iy a3 V) = [l 200 19 110 V) —

— [y 5 a0 ) == (Ve — ) [y (0 55 o s Wy 12) 0
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d) Positivita della variasione seconda 1y (§,, 9537, , Gg)
lungo C: sin
b

(6) To (P ¥2s 15 12) = , /I fuy P2 /:'/1 yy i Wit

1

. .y N P
Tl gy gy T 2y e e gy e

) < 1

. . e L9, L
! 2/3/| Ya Tin T2 J‘—.?/!/; .’12,“1‘2 ]L-/lll ?/; i Tle
20 o] drds >
+ = /yl ?,27“71-] IITI] - 0

per ogni variaxzione prima (smorzata) (1, (r), e (=)) non identi-
camente nulla, cio¢ per ogni coppia di funzioni w, (v) e 7, (3)
assolntamente continue e con derivate prime a quadrato somma-
bile rispettivamente in (a,b) e (¢, d), non ambedue identicamente
nulle, soddisfacenti alle «, («) = 1, (h) = 1, (¢) == 1, (1) = 0: gli
argomenti di fyl " f”s yore - in (6) essendo (ry 1,y (1) Fg (2),
= IN =

$(r) g (3))

Dimostreremo allora nei prossimi numeri il seguente

Teoreva : Se C soddisfa alle condizioni a),b). e} e d) essa ¢
minimamente relutiva semiforte per I(y,, y,) nella classe K.

2, - Premettiamo alcuni lemmi.

Lenva I Esistono, nelle ipotesi dette, due numeri positivi
gy ed s per eui risulla:

() o Y1) > Yi— 2
(%) Ly g (T 33 Witz iy 112) >0
per asr<<b, e d, g — i (1) <oy, — 5 <

<o, =0 <p, B—RKE) SN0 Y—y <N
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(T} E (@ iy T > Ti— iz >e

(8) Tt s 0 %9 U1y ey 1y 42) >0

per a i <b, e"x<<d, [y, —§, (1) < py, Jo—V:(3) =<

<o h—Hh@) <p, n—7G) <p, 0 V;—y <N.

La dimostrazione si ottiene mediante un ragionamento sem-
plice e ormai abituale, in virtt alle condizioni ) e ¢) (si veda
ad es. [7: pag. 180]) (4).

Liwis 1L Per ogni 6 >0 ¢ <N si pui delerminare
un w.>0 tale rhe siu

(9) Ev @y nyy Y (P s V) > Vi—gi (7))
perasesb esi<d, y—n@) <p,len—RG <p,
= RBG) SN o< | Y —F(r) <N;

O E ), R () ) S Vi— i (5),
pera<sr<b cez<d, y,—i, (r) <pg,li—0,0) . <p,,
sV —3(3) <N

p, essendo il numero di cui al lemma I.

1l lemma 11 infatti altro non & che un noto teorema di
E. E. Levt enunciato per le funzioni &) ed &, (si veda ad es.
[7: pag. 184] oppure meglio [15; vol. I pag. 351]).

3. — Iniziamo ora la dimostrazione del teorema suppo-

nendo per assurdo che esista una successione di curve ordinarie

() Si potrebbe anche fare un ragionamento per assurdo analogo a
quello fatto da Myers nel lemma 8.1 di [13]
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1 (1), a2 << bj gy, (3), e <3 <d)! distinte dalla C,
aventi gli stessi estremi della C, tali che sia

Y, (¥) — () <N quasi-dappertutto in (u,b)
(10)
e, () =5 () =N » ’ > (e )
/

lim gy, () =g, (¢) uniformemente in (a, b)
q —* o
(107) 3

lm gy, (1) = 32 (8)
\q >

» v ((‘, d)

e inoltre

(1) T(rqyye.,) <T(8,-5).

Dimostreremo anzitutto il
Liemva IIL: Nelle ipotesi dette risulta

"’;?f.loi"' g](.'/l.q‘ Ur,g) — ](!71‘!—/2)::

b d
—.min li - P
=M [”&Cu S Wi Yoo B ie. .t U e)
ae

+ & (i, =,!/1.,,,!/z.w371-.f7§=!/é.q)]fi""% .

Infatti &

(12

Ty, oy ie,)— T, 7)) =

h d

/ [C'. () 5y Uy ar Wy ar i le, 2 10, ,) +

a ¢

+ €Q(IY z’!/l-q’-’/?.q’g;’y;; y;.q) dx(lx"{—
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b d
+ /[[/'(f’;y.'/l.qw//zv'f’ﬂ;»y;)_ /‘(‘r’%a'glvgi*?—/;ag;) drds +
r!) o
+j [".l/i.q =) Ly ey e s B ) e dy
“ ¢

hod

+ ” (e = ) Ly (03 0y a0 1y ) s

o

TL secondo integrale del secondo membro di (12) tende
ovviamente a zero al tendere di ¢ all’infinito, poiché f & con-
tinua; il terzo integrale si puo anche scrivere cosi

(13) \ / Mg () B (2 o (1)) dr —-j g1 (r) F (o, g, () d.rJ -+

b b
+ [ , () F ey gy (o) de — [7_/: () F (0, y,4(x)) d'l']
dove si ponga

¢

Fry0) =] 11 5 020 (00,35 @), e () s

Evidentemente F(x,y,) dipende da yg ,(3); perd qualunque
sia ¢, purché sufficientemente grande, risulta

Flx,y) < L(d—r¢)

dove I & il massimo modulo di fl/; pera <xr<<b,e<yv<d.

Yr—9 ) <1, g —"F () =1, y—f () <N,
Jy;_g;(")lélv'
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Inoltre per noti teoremi & possibile dimostrare () che

r

. . . . 0
F(x, y,) ¢ funzione continua rispetto a («x, y,), esiste la e ed
¢ inoltre continua rispetto a (., y,), e infine che esiste un
numero [I1 tale che qualunque sia ¢, purché sufficientemente
grande, risulti

o1 |

ar

)

<II.

A

~

Ma allora al funzionale /;/{ (r)y F (ay 4, (r)) dr o applicabile un

“

risultato di S. Fakpo '3 pagg. 231-232] «~ull’ uguale continuita »
degli integrali di linea del Caleolo delle Variazioni e si ottiene
percid che la prima parentesi quadra in (13) tende a zero al
tendere di ¢ all’ on .

Analogamente si dimostra per un altro risultato di S. Fakpo
[3: pag. 232] che anche la quantita dentro la seconda parentesi
quadra in (13) tende a zero al tendere di ¢ all’ x.

In modo analogo si puo poi vedere che tende pure a zero
il quarto integrale di (12). siceh¢ il lemma ¢ dimostrato.

Segue allora di qui il sceguente

il

Lisoas IV: F possibile estrarre dalla successione | C, | una
sottosuccessione, rhe per semplicita possiamo supporre essere la
stessa | Cy'y tale che si abbia anche

lim gl o () = g (r) quase dappertutto in (a, b)
Y o+ K

line yy., (3)=10 () » » » (e, d)
4 R

(% Le dimostrazioni ~ouo analoghe a quelle svolte per risultati analoghi
a pag. 14 e seg. di [8]: <ard bene ricordare anche che in virta della Condi-
zione b) esistono continue le §," (x) e J, (i) [Y: pag. 6Y].

26
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Infatti dai lesami 1 e 1IT segue che @

min lim I (yy 0 ¥2.q) =1 (91, 52)

g -+ o

e quindi per la (11)
(14) lim  I(yy, ¢ 2.0) = 1(G1,72) -

> D

Dal lemma I ricaviamo allora che & pure

lim }f‘g] r‘,.’lll a* V2,9 l/), I/! 't 7/1 q) +

—097
"_ 62 () %, Yy Y290 g:s .’7::' :’/;.q) drds; =0,

7 [ .
Ma &) (0%, Y100 Yuoor J1s Yt Yag) € E (1,2, 01,4, Y2 05
iy Py ¥2,,) per il lemma I sono non negative, sicche ne

segue che

= ’ ’ P N
61 (‘7"’ %y yl.q; yz, 3] ,1/1 L] .‘/2,:,3 yl.q) + 62 ('T: 5", y].q) !lz,qy yl’ y:- y!.q)
converge in misura a zero nel rettangolo R [e<<a <)
c=z<.d], cosa (‘he implica l'esistenza di una sottosuccessione
estratta dalla | C,|, che supporremo per semplicita essere la

1 C,| stessa, per la quale &

lim €, (z; %y Yt.gs Yo, q0 h, y;.q;y;.q)"*'

q—»w
+ Ex (% Yr.gy Yauur Ty B2s yé.q)] =0

quasideppertutto in R ; e quindi per il lemma 11

lim PYe (@) — (@) uh g (3) — e (2) ;J =0

g —
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(uasi-dappertutto in I, dal che si deduce

lim  yiq (r)= 7 (r) yuasi—dappertutto in (a, b)
q —> 0

m  ys, (1) = i (1) » ’ » (¢, d)
7 -+ N

4. - Consideriamo ora, per ogni ¢, il numero positivo K,
definito dalle '

b

(15, K = ('{.‘,’2‘," Yr (00— (.")‘)'+ / Yr.o (4) — 71 () 2 d +-
. N
—}-("'c’(f Yoo (3) — 72 (3) ) +/ v, (3) — o () 2ds.

o
c

K, & certo positivo, altrimenti C, coinciderebbe con C. Dopo di
che si ponga

M, (7) == ¥y, (&) — Fa (x) a<<r<<b
Kq
(16) ¢ | \
[, () =) =gt e=i=d,
\ Kq

Si ha per (15)

b
. { 7 2 ’
N el R Ao

d
"*('éé.’ff; "M“)') +jan;.q<z)zzd== L.

Si pud allora dimostrare (si veda 1'analogo ragionamento
dii Me Suaxk in [12]) che le jv%, ,(x)' e (1,5, (3)! sono

equiassolutameante continue rispettivamente in (a, b) e (e, d),
siccheé se ne possono estrarre due successioni, che supporremo

21
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essere le |1, ,(«)| e }712.,(%) stesse, convergenti uniforme-
mente rispettivamente in (a, ) e (¢,d) a due funzioni assolu-
tamente continue v, (%) € Ny 4 (%)-

Si puod anche dimostrare come in [12; lemma I] che 1,,, (r)
e 7,0 (%) hanno derivate a quadrato sommabile e che ¢

b o
(18) /i*q{‘o(;r)l’d.rgl f!ng'o(z)"d,rgl.

IY ovvio poi che, poiché C, e C hanno gli stessi estremi,
risulta anche

(19) 711.0(“?“"]1.0(’/)='f12.o(”)="h.o(”)=0-

Dunque la coppia (1.4 (¥), %g.0 (#)) costituisce una varia-
zione prima smorzata.

5. - Due casi sono ora possibili:

1) ,.00(2) e Mz,0(s) non sono ambedue identicamente
nulle in (a,b) e (¢, d) rispettivamente.

) q.0&) =0 1in (a,0),m, o (:) =0 in (c,d.

fsaminiamo dapprima il I caso. La condizione d) ci assicura
allora che ¢

(20) L(7,,923M1.0yM2.0) >0.

D’ altra parte si ha per le (11)

(21) 021(.'/1.0'.'/2.'1)—1.'713372)°

Si svolga allora I(yy ,,¥,.,) — I1(71,72) secondo la (12)
e si applichi lo sviluppo del Tsvror agli integrandi del secondo
e terzo integrale del secondo membro: si avra
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02I(yl,q7y2.q)—'l(gnyz)=

h 4
=f[z [6-. (1. V2, ar s 25 UiL) +
g

+ Y e ) | T
+ (., — ) /;/-1 + (g, — 72) /?y2 +
1 o 2 ” " T
| W= ) fy oy, U Baoo B ) A
2(-’/1.’{ - !71) (yﬁ.q - -’72) /.y‘ Y, (37].'1) ,’72,q1.'_/;).’v/;) ”:'

+ Wao = 5" My g, T P 90,52 |

@ =T fy e Y2 B B+

+ (y;,q — ﬂ;) ('//1.»,— 37;) /’/'l y; (yl.q; Uy .q» 7—/;' ’7@«:)} -i-

-+ (!l;,q - .’./;) fy; (?/1.17 Y2.95 ‘7;7.'7;) drdx

intendendo, per brevita, di tralasciare di indicare le variabili x e »
e di indicare con /"U . ... le funzioni /'!/ ,... calcolate per
n 1
o v 7 . 7 .~ o’ 57’ ¥y . o by U .-
(5§ () J2 )y 31 () G2 (2)) 5 §1,y H2. 05 Y., SORO OVViamente
valori opportuni compresi rispettivamente tra ij; e y; ,, 2 © U2 4.

v '
Y2 C Yy 4 -
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Sempre pernla'fonn'ula }lel TAYLOR si ha pure:
(.’/;.q—,!];) fy; (!/l 1 l/z.q,!:l:; g;) = (U;,q - 3—/;) fy; +
+ (y;,q —ﬂ:) (yl.q - 371) fy; Yy (gl.qv 7;2.'1’ !7;).'7;) +
+ Gl =80 (a0 — 3 [y (v Yaas oo B0
(23)
(9.0 = 3a) Fyy Wrs 2,00 By ) = (2.0 — 3 Fr

+ (y;,,,—]];) (Y1, — 1) f,/; U1 (Y¥ ve s U ) +

+ (y; ¢« g;) (yi.'l - !72) /!,; Y3 (.l/l‘.lq) y:qv Zl: ) 37;)

Con Yy s Yty € Ya,qy ¥, compresi rispettivamente tra g, ey,

e tra i, 6 ¥, .-

Ed & pure per la formula del Tavion:

PE€y(WorYa.as Ty Yo 5 91.0) =

1 ’ =T\2 ¢4 x! ’
= _2—(yl.q - 3/1) /!/; .f/l, (ylun Ya.4y Y10y yz.-,)
(24)
él(yl.q) yz.q,!'li,y;; !/;.q)=

1, e ,
= _2.'(y2,7 - .’/7)~ III; !/; (ylv'[$ yﬁ.q’ gl) yr—';)

con g¥, e y¥ compresi rispettivamente tra § e yj , e tra
Beuy,.

Si introducano le (23) e le (24) in (22) : ricordando anche
le (16), si ha
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hoA :
(25, 0= I(q//(nl.q fjll + Nz, f;/z + 7];.7 f;; 1 ﬂ§.1 f;/;) deds +

b d
R e e
+Tff[inf,f,/ylyl(:l/n.f,,yz,q,yi»yz)-l—

+ 27]1,,,712.,1/‘:,/1 !}2 (T1.ar Pauas Ti> J2) -

+ Ylg.q fyz Y (.’71-’1’ .'72.1)!7:1 !7;) —i— 1“24 fy; y: (Ul.q)y2.'ﬂ !/r,,q» ”;.)) _'I"

+ T‘;Z-'z fy; y; (-'/l.q’ ?/?.'n !7:)?/;.."1) —I— 2 71;.'1 qu/y; yl (;’7!,'1’ ?2.’1’37’1?3-/;)_'.

o

+ 2 n:,q N2y /‘!/i Ys (!71,7» .;]2.1337'1, !7;) + 2 n;,q N1y fy; Y ("/r.qa y:q’g;) 3—/;)“}—
+2n‘;.q7‘2.q fy; ‘,lz(yf“,q,?/?fq;.'-/;,yé) -+

+27}I.'471;.qf:y: ys (-’/1.:1) Y2.q9 g;a ﬂ;.u) deds .

Il primou integrale di (25) & nullo essendv la variazione
prima di I(y,, yy) lungo C (si veda [9; pag. 82]); dividendo

K2
allora per —" si ottiene la

2
OE/N’[,{...gd.cd;.

la funzione sotto il segno di integrale essendo quella del secondo
integrale di (25): si osservi ora che se nel I, II, III, VI, VII,
VIII, IX addendo di questa fupzione sostituiamo le derivate
parziali /:111 y, s oon le stesse derivate calcolate perd tutte nei
punti (&, 5,9y, 95,71, J3), si cambia complessivamente 1’ integrale
di una quantita 0 (¢) che tende a zero per 4 — o0 ; e cio, ado-
perando la disuguaglianza di Scuwarz, per le (10°) ¢ inoltre
poiche risulta, per le (17),

7 0 -
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nl

/ T, 2dr=1.

o

b
(26) ]M{.q 2dr < 1
Sicché allora si potra scrivere :
2 d
- 2 . = -~
CONNEY ./3nl.qf,,ly‘ T2 el Taly, +
T Fy g W Voo YT 020) + 10 £y (Ve Va0 B ) +
+ 2 11;,’1 T, q y;yl + 2 .q;.q Na2. 4y fy;yz + 2 W;.q N1y fy{ R +
+ zn;.q"m.q/}/;!/z +
F 200, e Fyr g (U0 Yoy G Jleq 0 { drds 40 (g).

Ora, in virtu del lenona IV e del noto teorema di SeveriNi-
Ecororr, in corrispondenza di ogni 8 >0 noi possiamo decom-
porre (a,b) e (¢, d) rispettivamente in due insiemi M, e D, ed
M, e D, tali che le misure di D, e D, siano minori di & e
che risulti

lim y;,, () =g () uniformemente in A,
q — o
(28)
Lim gy o (3) =12 (3) > A
q-*> ® .

Diciamo M il prodotto topologico M, & M, e sia C.M il cem-
plementare di M rispetto al rettangolo R (a<<r < b, c <1 < d).

Si potra allora scrivere :

" b

2 0= [ [

oS

(L

o . . n 2 -
1N + <My N2 f"/l , + T2,y /‘1/2‘1/2 +
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+ zn;.q nl,q/}/;yl +3n1,'17‘2x'1f!/; y2+2ﬂ;,q”’h.qu;yl+
2 e [y ff/-v s+ | / gnii Ty g Y0y 9805 ) +

o

g4

A Ly Wy Y B )

’ ’ _7 = )
+ 27]!.7"}2,«;(,/;!/;(!]],:” !/2.r(7.1/l1!/;.q)§ d‘l‘d: +

‘c it

i \ ’ . ’ ’ ]
_{_ / [énl%’l fy;;/; (yl-q y2"1‘, !/;".Q’-'/z-q) aN

+‘f:£?qf”' Oy Yo oy B vE e ) -

21
+20 %, /:,;y;(.l/l.q) Yas.ar Ty J2.,) L drds - 0(qy).

In virth delle (26) e delle (28). possiamo sostituire nel 1I
integr: i (29) alle fanzioni £, ,, f.r » + o le stess -
integrale di (29) alle fun /!/l v, /yl e fm g, e stesse fun
#ioni calcolate per (x, :, 7y, Ja, 1, J2), alterando cosi I integrale
di una quantita 0" (¢) che tende a zero per ¢ — oo ; potremo
poi trascurare, nel 111 integrale di (24), i termini ¥ ? /:z/ ’ (%1,

i
Yoo YT Vi) € Melo [y (Uaos Yo,y §150E]) che per le
(24) e per il lemma 1 sono non negativi,

Si avra cosi

o
.

. - T % o . . o . -
80y 0= / / 2"?"'(‘/1,’/1 RN F /.'/1!12 + r‘;"’/?/zllz—'_

o c

—+- 27‘1-’/ M.y /y; " ~1"~ 21‘1-‘1 LEN /!/: s —i‘ 2"12’-'4 N1y f}/é(/] _i—
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-*""Th qn’q/'/;.}: d.,('dw “ qu)’/ ;?q’;/;y;

+ 271:,«;"1;,«; fy;ygsd'r'd;"'if

—|~j} 2‘0;,7”:-'; A (yl.rn y’.nn'./:a !7§.q)d»'3d‘+0((1)+0'((1)=

CcM

-/

a c

Whly g T 2 e taly, g+ Mealy, o +

F 20 Ly g 2 T Py gy T2 M Fyg
b
+ 20 M Ly T2 MMy y;‘(['c o ’ / 3 oty T

a c

+ 'fh I/'/r ls (l.l"li + 2[/ 7‘:’,17];,4 ; fy;y;(!/]_qw !/2,,1, ,1];,_17;) -_—
om

— 7, ;fd. d ddz +0(q) + 0'(q).

1]1 qf '(/ +7‘2 qfl’y'

LI iutegral'e del terzo membro di (30) tende a (8)

b d

.’“!-0/:1/‘ !/1+ 2 ."lvo""Z»O/:yl Y., —I

(8) 11 risultato © sostanzialmente gia noto: si vedano [16; nn. 3 e 8]
e [12; lemma 2, n. 6 ¢ lemma 3, n. 7). Anche nel nostro caso basta ripe-
tere, adattandoli in modo ovvio, i ragionamenti dei lavori citati, tencndo

presente che valgono le (18) e (26).
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+1);'0f”2 y"—{- 2 ﬂ;,oﬂl.o-!/: " + 291, "Iz,of;/; Ya +

drds.

T 2000l F 2o fyy T 2 Moo fy

Il LT integrale ha per minimo limite (?)

b a

[ [ itary ot wi g gfateas.

a c

Il I integrale essendo la misura di C M minore di
8[(b—a) + (d—c) + 8] e poiché valgono le (26), &, per la
disuguaglianza di Scuwarz, minore in modulo, non appena ¢ sia
sufficientemente grande, di

) VEM e [(b—a) +d—c) 8] =W (3)

dove M ¢ il pit grande dei.massimi moduli di f:q; i f:y{ v, f}/;y;
nel campo e<e<<b, cesr<<d, |y, —j () =<1, y,—
—90) <1, ilg—5@|< NV, lgi—7 () < N; mentre
il 1V integrale ¢ in modulo minore di

2Ma[(b—u) 4 (d1—c¢) + 8] =¢(d).

Sicche allora facendo tendere ¢ all’ o si ha dalla (30)

0>—Iz(gn.’723"11.0;"12.0)—w~(3)-“P(a);

(7) Anche questo risultato e contenuto in un lemma di Mc¢ SuANE
[12; lemma 3, n. 7]; basta scrivere I’ integrale nel seguente modo

[, () dr / Ty, y d +/%;2.q (3)ds /’:'/é?/;'“
i ¢ ¢ @

«

e applicare il lemma suddetto ai due addendi.
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e, essendo & arbitrario e lim W (8) = lim p (9) = 0, si ha
2—>0 3—>0

0= 1y (§1, 525,04 %2.0)

in contraddizione con la (20).

6. - Veniamo ora al casv 1I. Con le stesse notazioni del
numero precedente si ripetano gli stessi ragionamenti fino ad
arrivare alla (29), la quale perd si scriva ora nel seguente modo
ok

29’ n\,' 2 L9y, y. F

( ) ‘--. ‘ “",/ylyl *—H‘lﬂl ‘2',‘/!/1!/2—!—
a ¢

o 7 oo - PR f .
| "lz.quzya t -’tl.':nl"ll.r/;_l[l + "."l"'.r‘z"'f.’/lyzb{_

F 20 M Ty g, 2 T Ty gy s

’ t 1 ’
/(' 7"’|sz (l; y; (-1/1.01 yz.‘,; !/l.q- .'/2.:1) —*'

+ 7‘;-’41 y; !/; ("/l»rm Ys3.q» g;; -’/:4’1) drd: aN

+ U 200 e Ly Waas Yauas Gy Ga.q) dards

M

+jj 2 "‘;-""‘;-”/.y.' !,;(yl-fn Yg.a» gi, '7;4) drdz 4 01q).

MY

Si ragioni poi sul terzo integrale di (29') come si & fatto
sul secondo di (29): si avrd
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12 27, .1 f L f
; 1, l-'/l+ 11,4 liv‘if!jl y2-+ l--!/yzy’_{—

. . p D I iz o
“{‘JT“;.I,f‘l-'{/?/;?/'+2’1‘-‘{"‘2-‘{/”;!} _{_"Tl? inq/U!q '

’ - . ’ i ( s e
‘*‘211?.14712‘47(!/; Uy -2 Ty Tlf-'/f'ljl/ y{,} deds +

b a
,o

+/ /3711[?(,‘(/{ !/; (yl.q* yz,q) !/r/;, .’/é,,,) +

w o

0t (s e, By uiE) L as +
Y s \

+ Z[/ ‘l Q ')’ ] ;f”: y;("l»Q’ yzv’{’-i};’.;};"l)—/-‘!, ! { ’{'l’d: *

i s |
cy !

Per q-» a« il primo integrale di (32) tende, come si &
visto nel numero precedente, all’ integrale (31), c¢he & in questo
caso nullo; sieche si avrea

bod
N

@3) 0= min tim [ | VIS Ty e e U )
1 (SN :

Tt Fyg o (s Ve B z/t;):d-fflf- NG

D’altra parte, per le (16) e le (24) e per il lemma 1, si ha

.y 2 p */ ’ . ’e
i .'/; y; ("/1"4'1’2./17.’/1.qvyivq)zze.rll.w'

n;?qu; y;(!ll.qﬁyl.q) ,171, y?é)Z%TA;’.’q



Siccho dalla (33) si ha, ricordando anche che & & arbitrario
e lim ¥ (3) =0,

-0
h ,i
(34) 0=2¢ min lim [ ’ e, 4ne)deds =
qQ=> 7
“
== 2z min lim {((l —r) [q,_,'(1r+ (h— «a) /11 o, ds l )
q=>wn

0

Ora dalla (17), poiche lim v, ,(r) =1,,()=0 e
7 —> ®

lim 1, (1) =1, () =0, risulta senz’ altro che
7> w

Iy

a
min lim ‘ (d —r) {1; P,Adx 4+ (b—a) , e, ds ]> 0;
q -> . ./.

e allora poicht = ¢ pure positivo la (3:) ¢ assurda; e il teorema
@ cosi dimostrato in ogni caso.

Osservasione: T ovvio che, poiche nella dimostrazione del
teorema si possono scambiare i ruoli di y, , (%) e di y,,(z), il
teorema stesso vale ancora se alle condizioni b) e e) si sosti-
tuiscono le simmetriche

) sia g (ey B (r) Be (3), 1 (2), 82 (3)) >0
per a.r=bh,e<x<d
f' ) (5 £ Gy (0), By (3), 0, s (5 ))>0
per n<<x <h,e<<x <d n— i () | << N;
¢') sia Ey (0 %, Gy (%), §2 (2), T1 (), G2 (2)5 1) >0
per nZesh, ce=<:=<d, 0 y—H)|<N
G 0 (0, R 0G) . ()5 8) >0
per a<azh e<i<d, y— g (2) <N,
0< y— g (:) | < N.
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