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SUL MINIMO SEMI FORTE DEGLI INTEGRALI

DI FUBINI-TONELLI

~* j di ENRICO MAGENES (a 

In au recente l~t~-01.0 [ 11) (l) ho studiato il minimo relativo

rlebole nel prubtellla Lusidetto a yrcrclt per gli
ilitegrali di 

b

dando condizioni sufficienti analoghe a quelle di 
DKK e JACoBt per gli integrali classici del Calcolo delle Variazio~~i.

Assai più con1plesso appare lo studio del minimo che

è tra ~ altro connessu a difficoltà, ancora non soru~ontate, sulle
condizioni necessario e sufficienti per la sen1icontinuità di 

e di sia su una curva che iu tutto il ca~upo ~ difficoltà già
da ten~po ~l~esse i~~ rilievo da S. FAKDO [2 e 4] e da 8 e 10J
e tra le quali è da ricordare qui ~ in~possibilità di esprimere
condizioni sufficie~~ti per la sen~iconti~~uità (le quali ovviamente

interessano anche problemi di minimo solo attraverso le

derivate parziali t Ji »i e fài yí / della funzione ~’ e le cosidette

funzioni G~ ed 5~ di ‘YFII~.’RSTR~.Ss, int~"odotte dal J1~!.EDO [10]"

(~) Pervenntu in Redazione il settembre t ~5 L.

(1) I numeri entro parentesi quadra si riferiscono alla Bil&#x3E;liograiia finale.
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lbii è sembrato perciò opportuno, nel proseguire ulterior-

niente lo studio dei problemi di mililno relativo per !/2)
e I(!I), ~rendere per prima cosa in esame il minimo 

e vedere quali difficolta  esso pcE~sellti.
I)in~ostrerò in questo lavoro che ~,ccantu alle condizioni di

MuLKHo e alla positività della variazione seconda sono 5llf~icletltl

per il 1111111111U dlle condizioni che si esl)1’i111UI1U sola-
attraverso le f ~~í ~~1 e (1’ le funzioni G J ed cvle

J7Ì .11 

ho chiamato rispettivaniente condizioni di e di 

STIZASS generalizzate. 
’

Mi sono servito per questo di un nletodo di recente ideato

da E. SiiANK [12] per il minimo c~ebole nei prublemi di

BOLZA. e successivamente esteso al minimo da li’. (’X.

!IYKUS [13] e al minimo da :B1. R. [6] ; esso si

presta pa~tieularrt~eute bene per lo studio di I (y)
perchè fa uso direttamente della positività delta yariazione

~ecullda senza ricorrere alla condizione di espressa 
verso la considerazione de~r equazione di JAcoiii e di 11I1 oppor-
tuno sistema soluzioni associate di eSS~l (2), e ciò hei ~tnpur-
tanza uel casu di 1/2) e di I (~~) , per le difficoltà C’he si

incontrano nello studio della equazione di e clie ho ~’ià
~~~essU in rilievo nel lavoro [11].

1’er brevita ~ui lin~itel’Ù a trutt~ue solo I (~~i , ~~~) ; gli stessi

risultati valgono anche per I ( r~ ) e gli enuiiciati vanno ovviamente
nloditicati secondo la no~nenclatura abituale (si vedano [~) e 11 j ).

1. - Diremu ~~ un insieme di punti dello spazio
f~~ ~~ !l2) clle sia il prodotto topologico di due insien~i A1
del piano (~r, jjj) e ..12 ~iel piano ( ~, !/2) cooteleliti eiasc~~~~o i

(2) ..-B.11’ t’c~uaziuue di JAuom rtuorre sima il classicu iiiòtiJ’àv dei .. caul~Jo
di estreinali ~ (v, ad es. [t]) che quello più recente ideato da E. E. 

[7 e 14]; e in realtu nello studio del minimo relativo semiforte di y.,)
e di 1 (c/) oluesti metodi ini si sono rivelati ll~eno utili. ~ua~~to :~1 metodo

del i4NEt.t.t [1~ ; vol. Il, pago 576 e seg.] che si basa sui teoremi di esi-

stenza « iin piccolo » tleI m~ni~no presenta ullull’ es5u per 
e T (;~/) ~~otc~vn]i eu~it~n5s~~ le oS:--;P~B.azinni tla iiie fatte in

C9 ~ pag. ,~4 ~ 
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propri punti di accumulazione al finito. Per tutti gli (x, g~, Y~, Y2)
di ..1 e per ogni valore di e di J~ sia definita la funzione

f’ (x, x, !/2, ~/~ , ~/~~ che supporremo continua insieme alle sue

derivate parziali dei primi due ordini. -

Diremo curra C ogni coppia di funzioni y = Ji ~.~),
a C .~ ~ f~, !/2 = !/2 (~~, ~° ~ ~l, tlssolutan~ente continue, tali

che i punti (.x~, J~ (.x:)) e (,;,, ~2 (,~) ~ appartengano rispettivamente
ad e .A2 ed esista finito ~ integrale secondo IaEBESGUE

Il problema che noi ci ponian~o è il sebueute : data una

curva (.~’), c~  .r  b ; !J2 ( ~), c :s;: ~ ~ d) di classe 1 (vale
a dire tale che J1 (.~) e i/2 (x) abbiamo derivate prime continue)
ed interna al campo ~1(~), e nsisato un numero positivo ~V,
trovare condizioni suffi~ie~~ti perc~~è C sia 

per nella classe A dello curve ordi-
~larie C ,gli ste8si di C, vale a dire perche si

possa determinare un p &#x3E; 0 , tale che per tutte le curve ordi-

narie C (.~) , a ~ x ~ b, r~~ (,~) c ~ ~, C o ) soddisfacenti alle

quasi dappertutto iu (a, b;

si abbia

il segno di e~uag~iau~a Vedendo solo se la curva C coincide con (l.

(3) Vale a ilire per cui i e siano rispettiva-
mente interni ad 
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Supporremo che la curva C soddisfi alle seguenti condizioni :

a) di eioè soddisfi al

b) c~i : sia

u) rl i sia

le hmzioni G~ ed 6~ essendo al solito detiuite da
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d) dplla /2 (f/~ , Y2 ; ’(i i , fi2)
(’: 

io ie I ))’llll(? ~ (n, .r ’), , ’~_ ~ ~ ~) ~ non 
c’ioè per ogni coppia (li funzioni 141 (.r) e 

assol’~tan~e~~te continue e con derivate prime a quadrato somma-
bile rispettivamente in ;rr, !~) e (e, ti), non an~hedue i(leiiti(,a el te

iiiille, soddisfacenti alle r, (fi) - r, (h) - r.~ (r) == "~2 (~l) =0: gli
argol110nti di 1 

1/ ’ f y4 ~~~ ~ ~ ... i n (H) essendo ~, Y~ (.I ’ ). ~l2 (~),
~ . i .....i! *

y~ (’~~~ ~ 2~~ ~.’ ) ~ ~

Dimostreremo nllo~c~ nei numeri il seguente.

1 C’ soddisfa a), f~) , ~ j e d) 
~rlio~l~lr7me)itP per À .

2. - Prell1ettian~o alcuni lemmi.

I : nel/p I%!IP )l?I))lP7’l 1)O.S?tlI’l
P~ 1 PI~ o J)P?’ l’?I l 
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La dimostrazione si ottiene mediante un ragionamento sem-
plice c~ ormai i abituale, in virt i alle cniilizioiii 1» P r) (~i 
a1 [7 ~ pag. (4) .

II : ogni  N ,ç; 

~ n 

f:J 1 il di (lI I.

11 II infatti altro no~~ è ohe n!i noto teoren~R (li

E. ~~. LEVI enunciato per le fun~ioni ~1 e(~ G2 (si veda ad ~S.

~ 7 : oppure meglio [15; I pag. 351 ~ ) .

3. - Inizian10 ora la dimostrazione del- ~eore~na suppo-
nendo per assurdo che esista una successione di curve ordinario

(4  Ri potrel&#x3E;1&#x3E;e anche fare un ragionamento per assurdo analogo a

quello fatto da àI&#x3E;.ERS nel lemma 8. 1 di [ 1 ~] .
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1 distíi te dalla C,
aventi gli stessi estreemi della C, tali clie sia

quasi-dappertutto in

uniformemente in (

e inoltre

Di n~o~trere~no anzitutto 1~ I

111 : tvsrcltct

Infatti è
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~~ 1 secondo integrale del secondo membro di (12) tende
ovviamente a zero al tendere di r~ ~11’ iiWnito, poieli &#x3E; con-

tiiiiia ; il terzo integrale Ri può anche scrivere cosÌ

(love si pong"a

Evidentemente 7~(.~~) dipende da //a.q(~ per &#x3E; qualunque
sia (i, suadentemente grande, risulta

dove L é i 1 massimo n10dulo di i
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Inoltre per noti teoremi e possibile dimostrare (5j che

~ 7’
~ ./1) r ~.~ ft i zioí e contimm rispetto a (~, r ) esiste la 2013 ed
. ° 

è inoltre continua rispetto a (~.~)) e infiue che esiste un

numero &#x3E; Il tale che sia (1, purché S11~1C1eL1te11~ellte

grande, risulti

alnra al funzionale è ~pplic~a~~ile nn

rissato di S. 13: pagg. 231-232] (~l~l~ uguale continuità
degli integrali di line¿1 Calcolo delle BTariazioni e si ottiene

perciò che la prima parentesi quadra in (13) tende a zero al

tendere di () ~,11’ 

Analogamente :-;~ dimostra per un altro risultato (li S. ~’AEDO

[3: 282J die anche la quantità dentro la seconda parentesi
quadra in (13) tende a zero al tendere li fi x ,

hi modo analogo si può poi vedere clie tende pure a zero

il quarto integrale di (12). il lemma è dimostrato.

Segue allora di qui il seguente

IV : I,’ dalla ‘ una
~-jl~~ la

Cq ; , tale si 

nnlyec~tcctt~~ i u

(» Lo dimostrazioni ,ouo analoghe a quelle svolte per risultati analoghi
a 14 e U [8]: benp ricordare and~p che in v~rtù della Condi-

zione b) esistono continue le t~‘i~ (x) e 69].
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Infatti dai I e 111 segue che è

e quindi per la (11)

Dal 111 rie(l "ia~no allora elie è pure

Ma ~’i(.T,~~~~~.,,~;,~.,; ?y, q ~ ed t~2 ~v’~ x~ 9~1. ~ ~ y2 . ~r ~
!li, y~, y~, q ) per il 1 I sono non negative, sicchè ne

segue ohe

converge in misura a zero nel rettangolo 7? [~ ~ x ~ h,
cosa che implica resistenza di i una sottosuccessione

estratta dalla supporremo per sei~~plicità essere la

j ~ stessa, per la quale e

quasidappertutto in R ; e quindi per il Il
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t~lU~si-dnppel’tntto in 11, dai che si deduce

quasi-dappertutto in (~c, b)

4. - Considerian~o ora, per ogni q , il numero positivo Kq
definito dalle 

’

è certo altl"iU~enti (.’Q coineid~rehhe coi C. Dopo di
che si 

Si ha per (15)

Si può nllora din~ostrare (si veda 1’ analogo rag’io~~aU1e~~to
di i 3JLc SttAXK in [ 1 ~~ ) che le ; y 1, q (.r) ~ i e :.~ 2 ,l/ (~): 01 sono

eq uia~s()l~~talll~llte continue rispettivamente in ( ~c, h ) e ( c, c~ ) ,
sicchè se ne possono estrarre due successioni, che supporremo
2 7
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essere le ‘ e ( stesse, convergenti uniforn~e-

mente rispettivamente in (fl, b) e (c, ti) a due t~llllZio111 assolu-

tamente 

Si può anche dimostrare come in [12 ; lemma I] ehe 111’0 (.1’)
e ~2.0~) hanno derivate a quadrato sommabile e che F

E ovvio poi che, poirh~ C~ e C’ hanno ~li stessi estremi,
risnlta anche

Dunque lu coppia ~~ 1, o ~.r.) , ~ $ , o (h) ) istituisce una varia-

zione prima smorzata.

5. - Due casi sono ora possibili : i

I) r 1, o ~.x;) e ~ a , o (; ) iioii sono an~bedl1e identicame te

nn te in (a, b) e (c, ti) rispettiB.an~ente.

~J~an1iniall1o rlappri~na il I caso. I~a condizione d) ei assicura

allora che fa

v’ altra parte si ha per le (11)

Si svolga allora 7(~~,?/~,)20137(~i~) secondo la (12)
e si applichi lo sviluppo del a~li integrantli del secondo

e terzo integrale del secondo membro : si avrà
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intendendo, per brevità, di tralasciare di indicare le ~-ariabili x e ~

e di indicare con funzioni ~’~ , ... calcolate per
, i 1

sono ovviamente

valori opportuni compresi rispettivamente tra
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Sempre per~’la formula dei Si ha pure : 1

1 si rispettivan~uute tra 1/~ e j/1 ,

Ed è pure per la ~orn~ula dei 

con cO~npre~i ri5pettivamejlte tra g( e ~~; , q e trá

Si introducano ie (23) e le (24) in (~2~ : ricordando anrhe

le ( 16~ , J si ha
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IL primu integrale di (25) ò nullo essendo la variazione

prima di ~(~1,~2) Jungo C (si veda [ 9 ; pag. 8~] ) ; dividendo

IL Lallora er 2013 si ottiene !aa ora per 2 
SI ott~ene a

la funzione sotto il segno di integrate essendo quella del secondo
integrale di (25) : si osservi ora che se iiel I, Il, III, VI, VII,
VIII, ~x a1leii1&#x3E; di questa funzione sostituiamo le derivate

parziali ~’í y~ ... con le stesse derivate calcolate però tutte nei

punti (.r~, ; , ~/~ , ~i , ~2) ) si cambia co~uplessi vau~ente 1’ iiitegrale
di una quantità O (fi) che tende a zero per fi -)- 00: e ci &#x3E;, ado.

perando la disuguaglianza di per Ir (~ O’) e imltr~

poich e risulta, per le (17),
~ / ~
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Sicchè allora si potrà 5rrivere :

Ora, in virtÜ del IV" e del noto teOl’en~èt di 

ill l’orrisponde~~za di 1 Ó &#x3E; 0 noi 

porre (a, b) e (~-, d) ..ispettiva~~~ente 111 tlite 111s1C1111 illi e D~ ed
e D 2 tali che le Il~isure ~.li D1 e D2 siano Jl~illOl’i (li a e

che risulti

uniformemente in

Diciamo il prodotto topologico ~e e sia C J1 il ccm-

ple~nentare di ~[ rispetto al rettangolo R (~c c.x~  b, c c ~ ~ ~l~ ,
Si pot~"à allora scrivere: .
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In v~rtÜ delle (26) e delle (28) ~ possiamo sostituire nel Il

~utpgl’ale di (29) alle funzioni ~’ ~ " 1’ , ~, le stesse fl1U-n 
l%1 1 ’ 91 1~2 J2 ~l8 

’

zio i i caleolate per (.z, y1 , Y2 , Jí , 1 9’) ~ 2 altei-atido - cos  l’integrale
~li ~lna q uautità 0’ (q) che tende a zero per fJ m potre~no
poi trascurare, nel 111 i~~teg-rale di (2~» , i termiui /* y (y~’ Yi Yi " ’

~2,’ * ’ ,~ , ) ~ ~l’ ‘ J2~‘~1 - , * , ) ~ . I)y2,,, &#x3E; y 1 1 Jt y2 (yl,,, y2, i !I per 1(.,

~ 2-~) e per il leorrmc I sono non negativi.

Si a~’I’a cos
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IL I integ’~"ale del terzo membro di (HO) tende a (8)

(6) Il ~’isultato c’. so~tauziêl~~neute già notu : si vedano 116 ; e H]
e [13 ; leiiima 2, n. 6 e lemma ó3, n. 7]. Atnche nel nostro caso basta ripe-
tere, adattandoli in modo ovvio, i ragionamenti ò(B~ lwmri citati, ten(’ntlo

presente che valgono le (18) e (~~».



419

Il Il integrale ha per Il~i~~i~no lin~ite (1)

Il 111 integrale essendo la inisura di C J1 ~uinore di
ò [ (b - a) 1) + «1 - e) + ò] e poieliè valgO~lo le (26) , è , per la

disuguaglianza di SCH,vAu~, lilil101°e iii modulo, nûn appena l~’ Slcl,
suffieiente~nente grande, di

dove J/ o il pin grande dei .~~~a.ss~~.ui nmdllll di
nei cainpo

mentre
il IV integrale è in modulo ~u~nore di 

.

~iee~~è allora facendo tendere q all’ oc si ha dalla (30)

( ~) Anche yue5to risultato è contenuto in un lemma di Me SHANE
[1 ~ ; lenmna 3, n. 7]; basta scri vere 1’ iutegrale nel seguente n~odo

e applicare il lemma suddetto ai ùue addendi.
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e, essendo 8 arbitrario si ha

iii contraddizione con la (~0) .

6.-Veniamo al caso li. Con le stesse notazioni del

numero precedente si ripetano dli stessi ragionamenti t nu ad

arrivare alla (2~) , la f~uale però si scriva ora nel seguente modo

Si ragioni poi ~1I1 teizo ¡ntf’~ra~e di (2~)’) co~nr si ii fatto

siil secondo fH (29); ,i avm -
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Yer y --+ il l 1)t’lllltl integontIe di (ifl2) ’) tende, CO~ne si è
‘’l~tO nel n~~~uero precedel1te~ all’ i~~tpgl’alp ~~ in questo

nullo ; , si 
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Siculo dalia (33) ~i ricordando anche ari)iti-ai-ito

e allora poichè ; è pure positivo la e assurda; e il teorema

» cos  dimostrato 111 og’lli caso.

E ovvio che, poiché nel la dimostrazione del

teorema si possono sca~nbiare i riioli di ~l,,t (x) e di !/~(~)i il

teorema stesso vale ancora se alle condizioni b) e c) si sosti-

tuiscono le 51111111C’tClChe
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