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UN ESEMPIO DI CONTROLLO DELLE SOLUZIONI

DELL’EQUAZIONE DEL CALORE

di DEMORE QUILGHINI (a 03A3’irenze) *)

§ 1. Introduzione.

Come è noto la teoria dei controlli è uno dei campi moderní
della matematica applicata tra i più fecondi di realizzazioni te-
cniche ed è molto sviluppata, in particolare, nella parte relative
a1 controllo delle soluzioni delle equazioni differenzíali ordinarie.
Non sono invece altrettanto progrediti gli studi teorici relativi
a1 controllo delle soluzíoni delle equazioni alle derivate parziali
nonostante 1a grande importanza che tali ricerche hanno per 1e
applicazioni. Si pensi, ad esempio, ai problemi di controllo del
calore che si presentano, sul piano pratíco, nella Fisica-Tecnica
e che vengono generalmente risoiti controllando la quantità
media di calore del sistema come se la temperatura non variasse
da punto a punto, riducendo quindi tali problemi a quellí ordi-
nari di controllo delle soluzioni di particolari equazioni diffe-

renziali orØarie.

Allo scopo di contribuire ad una formulazione significatíva,
dal punto di vista fisico-matematico, dei problemi di controllo
delle soluzioni delle equazioni alle derivate parziali che interes-

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato
Nazíonale per la matematica del C.N.R.

Indirízzo dell’A.: Istituto Matematíco, Uníversítà, Firenze.
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sano 1a Fisica-Matematica, daremo in questo lavoro un esempio
di controllo della temperatura in un mezzo Ø materiale omogeneo,
termicamente isotropo, che occupa tutto 1o spazio ed a caratte-
ristiche termiche costanti, che assumiamo unitarie, disponendo
delle unità di misura.

Precisamente, riferito Ø ad un sistema di ascisse x, -oo C
C x Coo, tratteremo un caso unidimensionale, studiando il se-

guente problema :
Assegnate te f unzioni ed f (x), x E (-oo, oo), distribuíre in

~I delle sorgenti dí calore, di rendimento finito, ~n guisa che i1 si-
ster~~a Ø evotva, in un prefissato intervallo di tempo T &#x3E; 0, datlo
stato termico ad uno stato termieo prossimo, in modo prefissato,
ad f (x).

Risolveremo questo problema nel § 2 dopo che avremo posto
in questo paragrafo 1e premesse necessarie per giungere alla sua
formulazione analitica. Nel § 3 faremo poi un esame critico dei
risultati conseguiti e tratteremo un problema di ottimazione del
controllo, che non ha riscontro nella teoria dei controlli delle
soluzioni delle equazioni differenziali ordínarie, e che sembra

di un certo interesse per 1e applícazioni : indicheremo infatti come
risolvere il problema proposto usando il minor numero possibile
di sorgenti. Nel § 4 infine daremo la dimostrazione dei teoremi
necessari alla risoluzione del problema, che, per comodità di

esposizione, sono soltanto enunciati nei 99 1 e 2.
Precisiamo adesso i terØíní del problema.
Sia Z~ 1o spazio delle funzioni misurabili (secondo Lebesgue)

ed a quadrato sommabile in oo ) e indichiamo con

la norma di una funzione g~(x) E L2. Supponiamo adesso che ad
un certo istante, che assumeremo come istante iniziale to = 0,
il sistema M si trovi alla temperatura E L2, e indichiamo con :
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dove 03B4 (x - ) è la  funzione )} di Dirac di centro , una distri-
buzione di N piani-sorgente di rendimento q~(t) (quantità di

calore emesso nell’unità di tempo), che supponiamo limitato per
t E (o, T], e di ascissa ~; , í = l, 2, ... , N. Come è noto la tempe-
ratura Ú(x, t) determinata in .1VI per t E (0, T] dallo stato terØieo
iniziale e dalla distribuzione di piani-sorgente ~S’N,
definita dalla (1.1), è la soluzione, unica nella classe delle funzioni
definite per x E (-oo, t E (o, T], appartenenti ad L2 ~ di

norma uniformemente limitata per t E (o, T], continue ovunque
e con derivate continue per x ~ ~í, i = 1, 2, ... , N, dell’equazíone :

che soddisfa alia condízíone :

per quasi-ogni x E (-oo, oo), e precísamente per tutti i valori

di x in cui è continua.

AlIa funzione U(x, t) cos  definita puð darsi la forma : 
’

dove

è la temperatura determinata in ~I dallo stato termico iniziale
(cfr. ~1] ~), cap. II, §2.2, pag. 53), mentre abbiamo posto,

con ovvio sígníficato dei simboli:

1) I numeri in neretto ed in parentesi quadra si riferiscono alla biblio-
grafia posta al termine del lavoro.
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essendo :

B

la temperatura determinata in Ø dal piano-sorgente di rendi-
mento ~t(t) e di ascissa ~~, 2 = 1, 2, ... , .N, (cfr. [1], cap. X, 9 10.4,
pagg. 262-263).

Sussistono infatti i seguenti teoremi che gíustíficano (ricor-
dando 1 proprietà delle ZJ(x, t)) 1a (14) :

TEOREMà 1: E 03A3~ è pure u(x, t) E è :

qualunque sia t.

TEOREMA 2 : ~~e qt(t) è unï f ormemente limitata per t E (0, T]
ed è ivi misurabile è ~;)] E L2 e si ha:

essendo C una costante índipendente da t, ed inoltre si ha :

uní f ormemente ríspetto ad x.
Siamo adesso in grado di precisare analiticamente i termini

del problema proposto. Siano infatti E L2, f (x) E LQ e 1e

qi(t) siano líØtate per t E (o, T]. Diremo che i1 sístema Ø evolve
in un prefissato intervallo di tempo T &#x3E; 0 dallo stato termico

ad uno stato termico e-prossimo ad t(x) se, fissato 03B5 &#x3E; 0,
accade che:

.1...- _ __ __.1

In conseguenza di questa definizione il problema proposto
pu.03B4 porsi nella seguente forma analitica :
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PROBLEMA .~.: .A.ssegnate 1e f unzioni E L2 ed f (x) E L2 e

fissati un istante T &#x3E; 0 ed un numero 03B5 &#x3E; 0 costruire una distri-
1...N

buzione di N piani-sorgente ! qí(t)03B4(x - ~í), di rendimento q~(t)
2

uniformer.nente limitato per t E (o, T], i = 1, 2, ... , N, in guisa
che risutti :

Ø problema è perci03B4 quello di determínare il termine di con-
trollo ~’~, che compare nella equazione alle derivate parziali (1.2),
nella classe delle distribuzioni di sorgenti costituite da un nu-
mero finito di piani-sorgente di rendimento limitato in guisa da
soddisfare la (A). Posto adesso

rícordando í1 teorema 1 e 1a (1.7), a1 problema A. puð darsi 1a
segu.ente forma :

PROBLEMÁ B : .dssegnata una f unzione .F’(x) E LS e fissati u
istante T &#x3E; 0 ed un numero 03B5 &#x3E; 0 costruire una distribuzione SP
di piani-sorgente di rendimento limitato ín guisa che risulti :

Si ha da qui che il problema di fare evolvere il sistema .l a par-
tire dallo stato termico iniziale è equivalente, dal punto di vista
analítíco, all’analogo problema partendo dalla temperatura nulla.

Nel paragrafo che segue risolveremo il problema nella forma B
ed useremo, per questo scopo, una distribuzione di sorgenti di
rendimento costante. Premettiamo quindi 1’espressione di

~~)], e quindi anche di (cfr. la (1.7) e la (1.8)),
quando tutte 1e q~ sono costanti nel tempo.

Dalla (1.8) sí ha, per q=(t) = q~ = cost:
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(cfr. [1], cap. X, § 10.4, n. IV, pagg. 262-263) e percíb anche:

essendo :

(cfr. [1], App. II, f. Ie (3) e (11), pagg. 482-484).
Dalla (1.9), ricordando la (1.7), segue immediatamente, quando

tutte 1e q~(t) sono costanti:

§ 2. Soluzione del problema B.

Passiamo adesso a risolvere il problema proposto, che trat-
teremo nella forma B.

Sia I un insieme numerabile di valori ~í ovunque denso in

(-oo, oo), tale cioè che comunque si prenda il numero reale ~
esso è di accumulazione di valori appartenenti ad I, in altre

parole I sia un insieme numerabile di numeri tale che la sua
chiusura è 1’insíeme di tutti i numeri reali. Indichiamo poi con
J la famiglia di tutti gli insiemi I che godono 1e proprietà sopra
specificate. La famiglia 3 non è vuota, ad esempio 1’insieme di
tutti i numeri razionali relativi appartiene ad essa. Preso adesso
un insieme I E ~ ordiniamo i numeri nelle successione ~~n~ e

costruiamo la successione di funzioni:
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dove:

essendo T &#x3E; 0 il prefissato intervallo dí tempo stabilito nel pro-
blema. Bicordando la (1.9) possiamo interpretare come la

temperatura in M all’istante T dovuta al piano-sorgente di ren-
dimento unitario e di ascissa ~,~ .

La successione (2.1) costituisce un sistema completo rispetto
alle funzioni di L2, sussiste infatti il seguente teorema fonda-
mentale :

TEOREMA 3 : Se una f unzïone f (x) E .L2 è ortogonale in (-oo, oo)
a tutte 1e funzioni della successione (2.1 ) essa è nutta quasi-ovunque.

Per 1e funzione della successione (2.1 ) sussiste anche il se-

guente teorema: ,

TEOREMA 4: valorí En dell’insieme 1 sono tutti distinti,
prese comunque N funzioni distinte della successione (2.1) esse

sono linearmente indipendenti in (-oo, oo).
In forza del teorema 4 è allora possibile, partendo dalla suc-

cessione (2.1), costruire una successione:

dove

con 1e cn, ~ costantí, i = 1, 2, ... , n, di funzioni normalí in LE

e mutuamente ortogonali in (-Ø, oo), e cioè tali che :

(cfr. [2], vol. II, cap. I, § 4, th. 10, pag. 11). Per 1e funzioni della
successione (2.3 ) sussiste poí il seguente teorema :

TEOREØA 5 : Se una f unzione f (x) E L2 è ortogonale in (-oo, o~o)
a tuite 1e funzioni della successione (2.3) essa è nulla quasi-ovunque.
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Questo teorema è una immediata conseguenza della defini-

zione delle e del teorema 3, per una dimostrazione efr.

[3], cap. IX, § 76, th. ~I, pag. 237. Da quanto precede si ha quindí :
Za successione (2.3 ) costítuisce un sistema ortonormale chiuso

rispetto alle f unzio~i di L2.
Siamo adesso in grado di risolvere il problema B. A questo

scopo prendiamo un insieme I E ~ e, costruita la successione (2.1 ) ~ À
relativa a tale insieme I ed all’istante T assegnato, costruiamo
la successione (2.3) con la legge di ortonormalizzazione (2.4)
(notiamo che tutte 1e c,~, ~ sono Øte). Poichè, come abbiamo
osservato, il sistema ~~p~(x)~ è ortonormale chiuso rispetto ale
funzioni di .L~, indícanti con:

i coef&#x26;cienti di Fourier, relativi a1 sistema. ~n(x), della funzíone
h’(x) E L2 assegnata nel problema, la serie :

converge in media del secondo ordine verso F(x) in (-oo, oo),
sí ha cíoè : ~

(cfr. [4], cap. X, § 492, pagg. 759-761; cfr, anche [5]).
fissato 03B5 &#x3E; 0, si puð determinare un indice No tale

che qualunque sia N &#x3E; .No si ha :

D’altra parte, ricordando 1a (2.4) e la (2.2), sí ha:
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e percib :

avendo posto

Da qui, ricordando la (1.11), si ha :

dove, con la posizíone (2.10) e ricordando la (1.1) :

Percíb, determinato un N per il quale vale la (2.7), dalla

(2.11 ) si ha :

e quindí, ricordando 1a (B) ed osservando che 
1...N

- puð essere interpretata, in forza della (1.11), come
n

1a temperatura in .I ainstante T determinata dalla dístríbuzíone
di pianí-sorgente, definita dalla (2.12 ), a partire dall’i03B2tante

iniziale, il problema proposto è risolto mediante 1a distríbuzíone
S" definita dalla (2.12) e dalla (2.10). Osaer03C4ríamo per inciso che
1e costantí ari, definite dØ (2.5), coø  come 1 costantí 

che sono i coef&#x26;cienti di ortonormalizzazione del sistema (2.1),
sono numeri Øtí e perciò sono pure Øtí i coef&#x26;cienti qi deØtí
dalla (2.10) e che rappreaentano il rendímento di ogni singolo
piano-sorgente che compone la distríbuzíone ~~a .
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9 3. Critica dei risultati ottenutí. Un esempio di ottimazione del
controllo.

Conviene adesso esaminare criticamente i risultati ottenuti

ne1 § 2.
Dalla (2.8), indicato con

1a d.ístribuzione costituita da n piani-sorgente di rendimento

e di ascissa = 1, 2, ... , n, otteniamo :

e in conseguenza la (2.6) assume 1a forma :

cioè la serie:

dove = 1, 2, ..., è definita dalla (3.l), converge in media
verso F(x). Questo fatto pu~ ingenerare 1’ídea che sia possibile
risolvere il problema B anche per 03B5 = ~, il che invece non è, in
generale, vero, cioè mentre questo è possibile per alcune parti-
colari funzioni E Z2, ad esempio cí~ è possibile se è

una combinazione lineare di un . numero Øto di funzioni del

tipo , non è possibile per tutte 1e funzionip ’ B 2 T 
P P

h’(x) di L. Infattiy mentre 1a serie (3.2) converge in media verso
~...~

E L$, non si pu03B4 dire che 1a serie 0 C t  T, con-
n l...oo

verga verso una funzione di L2, cíð significa non
n

rappresenta la temperatura in Ø all’istante t E (0, T ) dovuta a



11

l...oo

tutte 1e distribuzioni Dn, n = 1, 2, ... , e non
n

rappresenta, in generale, 1a temperatura di evoluzione di dallo

stato termico iniziale allo stato termico finale. Di píù., mentre
la serie:

converge in medía verso 03A3’(x), non è detto che altrettanto accada
per la serie

ottenuta associando, piano-sorgente per piano-sorgente, gli ad-
dendi dei termini .gT[Dn] della serie (3.2 ), anche ammesso che
1a serie (3.3) abbia significato. Del resto che il problema B non
sia, in generale, ben posto per E = 0 è nella natura stessa delle
equazioni di tipo parabolico 1e quali reggono fenomeni irrever-
sibili, e se il problema B fosse risolubile per 03B5 = 0, e cíð per qua-
lunque funzione E L2, sarebbe possibile, ripensando a1 pro-
blema ~., raggiungere un qualunque stato termico f (x) E L~ par-
tendo da un qualunque stato termico iniziale E L2, il che

equivale alla reversíbílítà, basta per questo fare f (x) = g(x).
Percíð il problema di controllo B è ben posto soltanto per 03B5 &#x3E; 0.

Nel § 2 abbiamo costruito il termí.ne di controllo BN della

equazione (1.2) in guisa da soddisfare la (B) e cið con l’unica
limitazione che sia N ~ essendo il più piccolo intero per
il quale è verificata la (2.7). Da qui segue subito che 1e soluzioni
del problema sono ínfinite, esistono cioè in.finite distribuzioni di
piani-sorgente 8w che risolvono il problema. Si ottengono ínoltre
controlli diversi cambiando 1’ordín.e dei numeri dell’insieme

I E ~ preso per risolvere il problema, ed infine si possono ancora
ottenere controlli diversi assumendo, al posto dell’insieme I,
altri insiemi numerici della famiglia J. Di più, ancorchè 1’uso
di sorgenti di rendimento costante sia molto díffuso nella pratica,
si puð pensare di usare, come vengono effettivamente usati, con-
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trolli costituiti da sorgentí di rendimento variabile nel tempo.
Ma anche limitandoci a considerare termini di controllo costituiti

da sorgenti di rendimento costante segue, da quanto si è detto,
che sí hanno ínØte possibilità nella costruzione dei termin.í

di controllo. Ci si puð allora servíre della arbítraríetà, che ancora
permane sul termine di controllo, per soddisfare ad altre condi-
zioni, opportunamente fissate, giungendo cos  á formulare i pro-

bleØ, cos detti, di controllo ottimale. Nel nostro caso si puð
considerare ad esempio 1a questione seguente, che non trova
riscontro nei problemi di ottimazione del controllo per 1e soluzioni
delle equazioni differenziali ordinarie.

I’ra eontrolli costituiti da una distribuzione BN di piani-
sorgente di rendimento costante che risotvono it probtema B deter-
minare quetto (o quetlí) ehe sono costituiti da1 minor numero di

Questo problema, che è di un certo interesse per 1e applicazioni,
è equivalente, come vedremo, al problema di determinare 1a com-

binazione lineare di ordíne n del tipo p T íerfc (’20132013--’)p p i ’ -

s B 2 /T /
che realizza 1a migliore approssimazione in media (del secondo
ordine) di una assegnata funzione G L3. Per provarlo rat-

gioniamo come segue.
Supponiamo di avere determinato una soluzione del pro-

blema B, supponiamo cioè di avere determinato, con il proce-
dimento ín.dícato nel § 2, un intero N ed un gruppo BN di piani-
sorgente di rendimento costante in guisa da soddisfare la (B).
Cið premesso si consideri, fissato l’intero n, 1a funzíone :

dove 1e p; E (--Ø, oo) e 1e ~~ E (-oo, Ø) sono da considerarsi
come varíabili indipendenti. Tale funzione pu6 essere ínter-

pretata, Øa volta fissate 1e p, e 1e ~, come la temperatura de-
termínata in .Ø allo istante T dalla distribuzione degli n píaní-
sorgente di rendimento p~ e di aØCíssa ~~, e p~rei03B4 con oØo
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signíficato dei simboli è stata indicata con p ~ , ...,

pn; ~2, ~, ... , Domandiamocí adesso come devono pren-
dersi 1e p 1 e 1e ~ aflinchè il valore delta funzione :

risuiti minimo. Supponiamo di avere risolto questo problema,
che è quello di determínare 1a combi.nazione lineare ~)

i

di ordíne n che fornisce 1a migliore approssímazione ín media
(del secondo ordine) di e siano :

due ennuple di valori tali che :

comunque si prendano 1e pí E (-oo, oo) e 1e ~~ E (-oo, oo).
Mani.f estamente, risolto questo problema per tutti i valori

dí n da 1 ad N (ricordiamo che siamo partiti dall’ipotesi di avere
già determinato una distribuzione Sp che risolve il problema B),
è risolto anche il problema di ottimazione proposto. Infatti, o
è già C 03B5 e allora il problema di controllo non si pone
neppure, o cíð non si verífica, ed allora con un numero finito di
prove, essendo finito 1’intero N della SN che verifica 1a (B), si

puð determinare il più piccolo íntero n per il quale si ha :

risolvendo cos  (cfr. 1ar (3.6 ), 1a (3.5) e la (3.4)) í1 problema di
ottimazione proposto. I1 nostro problema di ottimazione è pereíð
ridotto al problema di determinare 1a combinazione líneare di

l...n

ordine n del tipo I ~;) che realizza 1a migliore approssima-
t

zione in media di .F’(x) per n = 1, 2, ... , N. Dimostriamo adesso
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che fissato l’intero n esiste almeno una combinazione lineare
l...n

q’ f (x, i"’) che verífica 1a (3.6) e che percið realizza 1a mi-

gliore approssimazione in media di .F(x). Cíð è una immediata
conseguenza della continuità di 03A6"(p; ~ e del fatto che tale

funzione è inferiormente limitata (cfr. la (3.5)). Osservando

. 

fi h 
.

ínfine che 
Ø’ 

e 
Ø 

sono funzíoní eontínue come si P uð veri-
ðpí i ð~03C4 i

ficare facilme~.te eseguendo i calcolí, segue subito che il mín.ímo
di 03A6,~(p~ ~ ~~) va ricercato tra 1e soluzioni pí, = 1, 2, ..., n,
del sistema di equazioni :

Da quando è stato detto segue 1’esistenza di almeno una so-
luzione del problema di ottimazione proposto e vogliamo osser-
vare che essa non è, in generale, unica. Se infatti 1a (3.7) è veri-
ficata in senso forte, a causa delta continuità di 03A6n(pí ~ ~~) esiste
nel dominio delle p í E ( - oo, oo ) e delle ~ f E ( - oo, oo ) tutto un
intorno del punto (q~~~ , ~~,,)) tale che quando í1 punto ( p i , ~ i )
appartiene ad esso intorno si ha ancora

In corrispondenza esistono percið ínfin.íte soluzioni del 

blema di ottimazione.

Abbiamo qui studiato un esempio di ottimazione del controllo
che è legato, in modo essenziale, alla varíabíle di spazio e che
perci03B4 non trova riscontro nei problemi di controllo delle soluzioni
delle equazioni dífferenzíalí orØarie, ma si possono dare moltí
altri esempi Øponendo altre condizioni secondo 1e necessítà

che si possono presentare. Si puð cos , ad esempio, cercare di
limitare il rendimento complessivo della distribuzione (o il

rendimento di ogni singolo piano-sorgente che compone ~SN)
giungendo cos  a formulare il problema tipico della controlla-

bilità approssimata delle soluzioni delI’equazione del calore.
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9 4. DØOStrazíoni dei teoreØ di cui ai 99 1 e 2.

DØOSTRgZIONE DEL TEOREMA 1. Nelle nostre ipotesi 1e fun-
zioni d.í ~ :

appartengono ad L2 $ E f -oo, oo) comunque si prendano x e t.
Si ha ínf attí

a

Percib dalla Øtazione dí Bunikowsky-Schwarz (cfr. [2],
vol. II, cap. I, § 2, pag. 5) otteniamo, ricordando 1a (1.6) :

e quindi:

uniformemente rispetto a t, e da qui il teorema.
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DmOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2. Dalla (1.8) sí ha infatti :

eendo C una costante positiva tale che C C per t E (o, T].
Si ha percib :

in f orza della liØtazíone di Bunikowsky-Schwarz tenuto conto
che 1e funzioni di 03C4 :

sono a quadrato sommabile, rispetto a 7:, nell’íntervallo (0, t)
comunque si prendano x e ~i . Dalla (4.2) si ha infine :

ed è percib provata 1a prima parte del teorema. Dalla (4.1 ) si

prova poi facilmente la seconda parte.
DmOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3. Osserviamo prelímínarmente

che in forza del teorema 2 è E .L~, n = 1, 2, .... Cið preØesøo 
‘
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sía f (x) E L2 ortogonale in ( - oo, oo) a tutte 1e funzioni della suc-
cessione (2.1 ), si abbía cioè :

e consideriamo la funzione d.i ~ :

Nelle nostre ipotesi, ricordando anche 1a (2.2), g() si annulla
per tutti i valori E I. Quindi, poichè la chiusura di I coin-
cide con 1’ínsíeme dei numeri reali e Ø(~) è continua, segue che
g~(~) è identicamente nulla per ~ E (-oo, oo). Avremo percib :

Facilmente si prova che :

Dalla ( 4.3 ) si ha inf atti :
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e quíndí :

I1 prime termine del secondo membro della (4.5) può scri-

versi :

mentre il secondo termine pu03B4 scríversí :

di modo che 1a (4.5) díventa :
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Ma è, ricordando 1e (1.10 ) :

Quindi, poichè esiste finito (cfr. 1e (1.10)) :

scelto h positivo arbitrario esiste una costante positiva C tale
che qualunque 0394 ~ ~ C h si ha (ricordando anche la líØta-
zione di Bunikowsky-Schwarz e che f (x) E L~) :
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Da qui segue che 1’ultØO termine del secondo membro della
(4.6) tende a 0 per L1 0. Perciò, passando nella (4.6) a1 límite
per L1~ ~ 0, tenuto conto che 1e integral-funzioni di una funzione
sommabile sono assolutamente continue e ricordando 1e (1.10),
segue 1a (4.4).

Dalla (4.4), facendo il rapporto incrementale

e passando a1 Øte per d ~ --~ 0 sí ottiene poí :

per quasi ogni $ E ( - oo, oo ) .
Inf attí dalla (4.4) otteniamo f acílmente :

Con semplící passaggi, ricordando anche 1e (1.10), si ha :
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Quindi, poichè esiste finito (cfr. 1e (1.10)) :

il prime membro della (4.9) è limítato da una espressione del tipo :

cssendo C una costante positiva indipendente da d~. Percíð,
ragionando come abbiamo fatto per dimostrare che 1’ultimo ter-
mine della (4.6) tende a 0 per d ~ --~ 0, sí ha :

ove il limite a secondo membro esista. D’altra parte, essendo
f (x) E 2, sommabile in qualunque tratto finito e percíð

é

1’integral funzíone f (x)dx, con y numero finito qualunque, è

y

derivabile rispetto a ~ quasi-ovunque e tale derivata vale f (~)
(cfr. [2], vol. I, cap. V, th. 12, pa~. 163). Si ha percið :

per quindi quando 0394 ~ -~ 0 1’ultimo
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termine del secondo membro della (4.8) tende ad f (~) quasi-
ovunque. Percíð, passando nella (4.8) a1 limite per d~ --~ 0, ra-
gionando come per il passaggio al limíte nella (4.6), ricordando
ancora 1e (1.10), segue 1a (4.7). Dalla (4.7), ricordando che cp"() =
= 0, E ( - oo, oo ), si ha ínØe :

per quasi-ogni $ E (-oo, oo). Ma tale equazione integrale, alla

quale deve soddisfare la funzione f (x) E .L2, ammette in L2 una
ed una sola soluzione (cfr. [6], cap. XI, § 11.1, th. 145 e § 11.2,
pagg. 303-305) e da qui, e dalla omogeneità della (4.10), segue
il teorema.

Osserviamo, per inciso, che fuori di L2 la (4.10) ammette altre
soluzioni ad esempio la soluzione f (x) - cost. ~ 0, ma cíð che qui
importa è che 1’uníca soluzione di .L2 defla (4.10) è 1a funzione
nulla.

DmOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4. Supponiamo che i valori

~,~ E I siano tra loro distinti. Sia cioè ~~! ~ per r #s e siano

N funzioni distinte dalla successione (2.1 ) in corrispondenza ai
valorí 03C0 , i = 1, 2, ... , N dell’insieme I. Supponíamo per assurdo,
che tali funzioni siano tra loro linearmente dipendenti ín (-oo,
oo). In questa ipotesi, posto :

esisteranno N costanti c~, í =1, 2, ... , N, non tutte nulle tali che :

qualunque aia y E oo ) (cfr. [ 2 ], vol. II, cap. I, § 2, 
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Dalla (4.11), ricordando 1e (1.10), si ha, derivando due volte
ríspetto ad y :

Da questa, derivando ancora rispetto ad y, segue :

Da qui, ancora per derivazione, si ha :

e perciò, ricordando 1a (4.12 ) , abbíamo :

Cos  proseguendo si giunge a1 sístema :

Poichè 1e = 1, 2, ... , N, non sono tutte nulle il determinante
dei coefficienti delle ei doØà essere nullo essendo il sistema

omogeneo.
Dovremo cioè avere :

Ma è :
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Ora, poichè si ha, per ~~~ , è y,. ~ jla s, ed

avremo:

(cfr. [7], vol. I, cap. I, § 20, pagg. 24-25), e percið siamo caduti
in assurdo. Poichè 1’assurdo proviene dall’aver supposto che 1e
N funzioni f n;(x) siano tra loro linearmente dipendenti segue il

teorema.

.
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